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§1 cooenennnn

§2 ciiiiinnnn

Analysis I

Prof. Mertins, WS 1994/95

Kapitel I. Die reellen Zahlen

Korperaxiome
A1l: Kommutativitit a+b=b+a
A2: Assoziativitit (a+b)+c = a+(b+c)
A3: Ex. d. Null a+0=a
Ad4: Ex. d. Inversen a+(-a)=0
=> R bzgl. Addition kommutative Gruppe
AS: Kommutativitit a-b=b-a
A6: Assoziativitit (a-b)-c=a-(b-c)
AT7: Ex. d. Eins a-l=a
AS8: Ex. d. Inversen a-a'=1
=> R\{0} bzgl. Multiplikation kommutative Gruppe
A9: Distributivitat a-(b+c)=a-b+a-c

Sitze und Definitionen
0, Inverses eind. bestimmt, -0=0, a+x=b genau eine Lsg., dadurch Differenz definieren.

Sitze und Definitionen
1, Inverses eind. bestimmt, 1"'=1, a-x=b genau eine Lsg., dadurch Quotienten definieren

Satz
Satz

Bemerkung

Menge K mit Verkniipfungen heifit Korper, wenn (A1)-(A9) gelten mit K anstelle von R.

Beispiele

Q Korper

Z kein Korper

K,={0,1}, +: mod 2, - wie gewohnt, ist kleinster Korper

Anordnungsaxiome
A10: Trichotonomie a<b, a=b, a>b

A11: Transitivitat a<b, b<c => a<c
A12: Monotoniegesetz a<b => a+c <b+c, a-lcl <b-lcl

Definition
GrofBer, Kleiner gleich, Grofler gleich

Satz
Rechenregeln in Ungleichungen

Satz
Gleichgesinnte Ungleichungen addierbar, aber nicht subtrahier- oder multiplizierbar!

Satz
Rechenregeln

Satz
Rechenregeln Division

Bemerkung
Korper K, in dem Anordnung mit (A10)-(A12) gegeben, heillt angeordneter Korper.
R, Q angeordnet, K, nicht angeordnet

Satz ,,Ungleichung des Arithmetischen Mittels*
a < (a+b)/2 <b. Zwischen zwei reellen Zahlen stets eine dritte.
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/R . S Folgerung
Gilt fiir alle positiven ¢ 0<a<e, so ist a=0. Beweis: Gegenannahme, Arithmetisches Mittel
29 (it Definition
lal
210 ....veennn... Satz
[-al=lal, a<lal, -a<lal, -lal<a<lal
211 ...eveennn... Satz
B1: Definitheit O<lal, lal=0 <=> a=0
B2: Multiplikativitét la-bl=lal-Ibl
B3: Dreiecksungleichung la+bl < lal + [bl
212 .eeeiiinnn.. Satz

la/bl = lal / [bl, falls b=0.
I'lal-Ibl | < la-bl, la+bl < lal+Ibl
Beweis: (1) I1/bl=1/bl Spezialfall. (2) a=(a-b)+b => lal<la-bl+lal => | lal-Ibl | <] a-bl

213 ..oeeeenn... Definition
Intervall

§3 .......... Vollstindigkeitsaxiom

RS Definition
MCR, M#D. M nach oben beschréiinkt, wenn ex. bER mit x <b V Xx€M. b obere Schranke
MCR, M#D. M nach unten beschriinkt, wenn ex. a€R mit a < x V xEM. a untere Schran-
ke
M beschrdnkt, wenn M nach oben und nach unten beschrinkt.
Supremum sup M: kleinste obere Schranke b, , wenn b, < b fiir jede obere Schranke b
Infimum inf M.

Supremum bzw. Infimum einer nach oben bzw. unten beschrinkten Menge eindeutig be-
stimmt.

sup M und inf M nicht notwendig in M. supM €M => sup M =max M

32ttt Beispiele

.................. Das Vollstindigkeitsaxiom
A13: Vollstindigkeit. Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt
eine kleinste obere Schranke
Durch (A1)-(A13) wird R bis auf Isomorphie eindeutig charakterisiert.

T Satz
Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt eine grofite untere
Schranke.
Beweis: Spiegelung an 0.
34 ciiiiiiiiiiann, Satz
b, Supremum von M <=> x<b und Ve>0 3 x EMmitby-e<x (x zwischen b-¢ und
b,)
Beweis: =>: klar. Indirekt, b-¢ neue obere Schranke
<=: klar. Indirekt: b auch sup, b < b,

35 it Satz
Analogon fiir Infimum

Analysis [ Seite 3 von 27
Prof. Mertins, WS 1994/95 Wilko Hein, Last change: 25.06.1996




Ana-l

K Satz
V a>0 3 genau ein x>0 mit x*=a.
M:={ y’<a, y20 }. M nicht leer, da 0°=0< a.
M nach oben beschrinkt =>3x :=sup M. Esist0<x,da0eM.
z.Z.: Dieses x erfiillt Gleichung

37 it Beispiel
In Q gilt das Vollstindigkeitsaxiom nicht. M:={y | y*<2,0<y }
Beweis: Indirekt: Ann. x = m/n = sup M. m, n teilerfremd. => x’=m*n*=2 => m’=2n? => m*
gerade => m gerade => m=2p => m’=4p’=2n’ => 2p’=n’ => n2 gerade => n gerade. => 2
teilt m und n => Widerspruch!

.................. Bemerkung

Zwischen zwei rationalen Zahlen beliebig viele irrationale.

c i=a+ (b-a)/(k-\2). a< ¢, <b. ¢, €Q, sonst \/2:(b—a)/k(ck—a) €qQ

38 it Satz
McNcR. =>supM <supN bzw. inf N <inf M
39 ciiiiiiiiiiene Satz

sup(A+B) = sup(A) + sup(B)
sup(rA) =rsup A

§4 ..........Vollstindige Induktion

5 Satz des ARCHIMEDES
N nicht nach oben beschrinkt, d.h. zu jeder reellen Zahl 3 eine groBere, natiirliche Zahl.

Beweis: Indirekt: N nach oben beschrdnkt =>dsup =>3dnmitb,-1 <n=>b,<n+1 €N

42 (it Satz des Eubpoxos
Zu a,b € R* 3m € N mit m-a>b. Beweis: Indirekt: m-a <b ¥V m => m < b/a obere Schranke.

Zu e>0dm €N mit I/m < e. Dann auch 1/n <€ V n>m. Bew: Ind, b:=l: ma<1=>m<1/a

5 Beweis durch Vollstindige Induktion

R Beispiel
142+43+...4n = n(n+1)/2

45 it Definition (Rekursiv)
Endliche Summe, Endliches Produkt

4.6 .oivviiniininns Regeln fiir Summenzeichen
Indexverschiebung, Allgemeines Distributivititsgesetz, Verallgemeinerte
Dreiecksungleichung

Ny Rechengesetze fiir Potenzen

48 oiiiiiiiinaen. BernouLLische Ungleichung &\,\é
x> -1, neN. (14+x)" > 1+nx

49 coiiiiiiiana... Definition

Binominalkoeffizienten: (a 0):=1, (a k+1):=(a k) (a-k)/(k+1)
(a k)=a!/((a-k)! k!)

410 .....cenn.... Hilfssatz
(a k-1) + (a k) =(a+l k)
411 ............. Bivomischer Lehrsatz
(a+n)"=Z (n k) a"*b*
412 ..oeviiinnnn. Satz und Definition

Genau eine Losung von x"=a
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413 ..ol Definition

Potenzen mit rationalem Exponenten
414 .......o...en Potenzregeln
415 ...l Satz

»Q liegtdichtin R*:a,b€R. => Ir€Q mita<r<b
a<m/n<b <=>na<m<nb. b-a>0 =>Eudoxos => 3 n mit n(b-a)=nb-na > 1
=> 3 m nach Vorgabe, anschaulich klar, da Differenz nb-na > 1.
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Kapitel ll. Funktionen

§5 ......... Der Funktionenbegriff
50 ceiiniininnnens Definition

Abbildung, Definitionsbereich, Abbildungsvorschrift, Wertebereich, Gleichheit
52 ciiiiiiiiiienns Beispiele

DiricHLETSche Funktion (1 auf Q, O sonst)
5.3 iiiiiiiiiee Definition

Bildmenge, Urbildmenge
54 iiiiiiiiiiinns Definition

Geordnetes Paar, Kartesisches Produkt, Graph = { (x,f(x)) }
5.5 it Definition

Injektiv s#t => f(s)#f(t)

Surjektiv fX)=Y

Bijektiv Injektiv & Surjektiv
X | Beispiele
57 oiiiiiiiiniens Definition

Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion, Inverse Funktion
58 ceiiiiiiiiinns Beispiel
5.9 iiiiiiiiinie Definition

Einschrinkung & Fortsetzung einer Funktion
510 .ovviniinnnnn Definition

Kompositum ,,g nach f*, gof
511 oviiiinnnn, Definition

Beschrinktheit von f(X). sup f(x) iiber alle x aus X := sup f(X)
512 iviiiiinnenn Definition

[Streng] [monoton] [wachsend / fallend]

513 ceeiiiiiients Bemerkungen

Konstante Funktion ist monoton.

Streng monotone Funktion ist injektiv, Umkehrfunktion ebenfalls streng monoton
514 ...oeeen... Definition

FolgeinY

515 ciiiiiiinnn, Definition
f+g, f - g, af punktweise erklért.
fl(x) =1 f(x) I, £'(x) = { f(x), falls f(x)>0; 0, falls f(x)<0) }, f(x).
= f=f-f, fl=f"+{, f'=(0fl + ) /2, £=(fl-f)/2
(max(f.2))(x) := max(f(x), g(x))

§6 ......... Polynome
61 .ccovvvvinnnn.. Definition
p(x)=a,+ax+ax> +..+ax" heift Polynom.
Nullstelle, Grad des Polynoms, Abdividieren von Linearfaktoren

6.2 coviiiiiiinnn Satz
Polynom vom Grad n > 0 hochstens n verschiedene Nullstellen

63 i Satz ,,Identitiitssatz fiir Polynome*
Stimmen Polynome vom Grad n an n+1 verschiedenen Stellen iiberein, so sind sie identisch.
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64 coiiiiiiiiinnns Folgerung
Normalform eines Polynoms, Grad eindeutig bestimmt.
Bei Linearfaktorzerlegung Vielfachheiten v, eindeutig bestimmt.
Koeffizientenvergleich moglich.

6.5 civiiiiiiiiann Satz
Polynom unbeschrinkt, fiir groe x das Vorzeichen durch a_ bestimmt,
Nullstellen im Intervall (-2(la,|+...+la )/1a |, 2(la,+...+la [)/a ])

Analysis [ Seite 7 von 27
Prof. Mertins, WS 1994/95 Wilko Hein, Last change: 25.06.1996




Ana-|
Kapitel Ill. Grenzwerte von Zahlenfolgen

§7 ..., Grenzwertbegriff

/S Definition
Folge (a ), konvergent gegen a <=>V >0 3 n=n,(¢), la -al<e V n 2 n,
In jeder U_ liegen fast alle Folgenglieder (bis auf endlich viele Ausnahmen)
Beispiele: lim 1/n =0 (Eudoxos),
"n --> 1, (Beweis: Abschitzen nach unten durch 1, Neue Folge xn:=“\/n -1. Nach n auflo-
sen, Binominal-Koeffs von k=0 und k=2, =>x 2 < 2/n
T2 ciiiiiiiiinnnns Satz
Konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert
Beweis: Indirekt, a, b Grenzwerte, ¢:=la-bl/2, U, bilden, Schnitt leer.
S Satz
Jede konvergente Folge ist beschrinkt
Beweis: n, bestimmen, davor nur endlich viele. Maximum.
.................. Beispiel
Folge der Partialsummen der Reihe 1/k. Divergent, vgl. 9.9
R Bemerkungen
la,-al<e und n > n, auch moglich!
Nicht-Konvergenz: ,,Ausnahme-Umgebung” U,: ¥V n, 3n>n, mit an ¢ U,
TS i Definition
Teilfolge: Streng monoton wachsende Abbildung der Indizes
/X T Beispiele
U Satz
Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen gleichen Grenzwert.
T8 eviiiiiiinnnns Satz
Jede reelle Zahl ist Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen. Folge kann monoton wach-
send/fallend gewihlt werden.
Beweis: 31, mit a + 1/(n+1) <1, <a+ 1/n. (r,) monoton fallend, Ir -al<1/n. => lim r,=a

§8 ......... Rechnen mit konvergenten Folgen

81 ceviiinana... Satz
(a) a,<b, => a<b. Beweis: Indirekt iiber e-Umgebung
(b) a,<c,<b,, lima =limb =a =>limc,=a. Einschniirungssatz. Beweis: U,
82 ciiiiiiiiaat, Satz
(a) la-al < o, Nullfolge => lima =a
(b) lima =a => limla|=lal
(c) lima,=a, la|<y => lal<y
83 ettt Satz
Nullfolge - Beschrinkte Folge = Nullfolge
Beweis: e-Bedingung, la b <P e
T Satz
(a,), (b,) konvergente Folgen => (a, +- b, ), (a,-b,), (c a )konvergent. (a, /b ), beib, b, =0
Beweis: (1) e-Bedingung. (2) (a,- b, - ab) = (a,-a)b, + (b,-b)a
(3) dpmithbl2<Ib| Vn>p =>11/b, - 1/bl=1(b-b,)/b-b, |1 £2/b?Ib, - bl. Konstante mal
Nullfolge => lim(1/b )=1/b. =>lim(a, - 1/b, ) =a/b
Existenz aller Grenzwerte beachten!
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§9 ......... Vier Prinzipien der Konvergenztheorie

9.1 civiiiniinnnns Monotonieprinzip
(a,) sei monoton wachsend/fallend. (a,) nach oben/unten beschrinkt => Konv. lim a =sup a,
Beweis: a:=sup a, => 3 n,mita-£¢ <a, =>a-£<a ,<a Vn>n, =>Beh.

9.2 tiiiiiiiiian.n. Definition

Intervallschachtelung: [a ,,b,, ]c[a,b] lim(b, -a)=0

93 ittt Prinzip der Intervallschachtelung
Genau ein a als Grenzintervall.
Beweis: Beschrinkt durch a,, b, => Konvergenz gegen a, b => lim(a -b )=a-b=0 => a=b

n+1°

94 .iiiiiiiininn Beispiel und Definition
e =lim (1 + 1/n)" =lim (1 + 1/n)™' = 2.71828
9.5 ittt Auswahlprinzip von BoLzaNO- WEIERSTRASS

Jede beschrinkte Folge in R enthilt konvergente Teilfolge
Beweis: z.Z.: Enthilt momotone Teilfolge, dann Monotonieprinzip.
Gipfelstellem: a, < a_, V n>m

(a,) hat unendlich viele Gipfelstellen =>m, <m, < ..., =>a_, >a_,>.. =>Beh.
(a,) hat endlich viele Gipfelstellen => n, > max aller Gipfelstellen => n, keine Gipfelstelle
=>
Jn,>n, mita, <a,=>Induktion
96 covviinnnn... Definition

Folge (a,) heiit Caucny-Folge <=> V €>0 3 n, = n (&) mit la -a l<e ¥V m,n >n,
(Caucny-Bed.)

A
9.7 it Caucnysches Konvergenzkriterium &\
Folge in R konvergiert genau dann, wenn CaucHy-Folge.
=>:la-al<e/2 => la-a l<la-al+la -al <&

n

<=:z.Z.: (a,) beschrinkt: la_|-la | <la -al<e:=1Vmn>n, =>la l<1+la,] Vm>n,
=>la | <max{ la|, ..., la |, 1+la } =>BoLzaNo-WEIERSTRASS => (a,) hat konvergente

Teilfolge (a,), seia:=lima, .
z.Z.lima,=a. In, N>n, mitla_-al<e2 Vmn>n,, lag-al<e?2
=>la, - al=1(a,-a,) + (ay-a) | <la, -al + lag-al < e

98 ittt Bemerkung
Ohne Kenntnis des Grenzwertes sind mit 9.1 und 9.7 Konvergenzaussagen moglich!

Nicht-Konvergenz: Ausnahme-¢ bei CaucHy

99 ittt Beispiele
Reihe 1/k. £:=1/2, m:=2n.
Reihe (-1)*"-1/k konvergent. a_, - a = (-1)" [ 1/(n+1) - 1/(n+2) + ... ]. Positive zusammen-
fassen => >0. Negative zusammenfassen => <1/(n+1) => Beh.

Intermezzo ...... Allgemeine Potenz und Logarithmus
reR. a":=lima™, r, €Q, limr, =r

§10 ........ Haufungswerte von Folgen

100 e Definition é
Héufungswert: V e>0,n 3m>n mita_ € UJa) [Injeder e-Umgebung unendlich viele FG]

102 .ovevennnenn. Beispiel

Grenzwert von Teilfolgen ist Hiufungswert
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103 ..evenenen. Satz
Haufungswert <=> Grenzwert geeigneter Teilfolge
Beweis: =>: Indizes bestimmen mita, € U,,(a) => lima, =a
104 ............. Satz ,,BorLzANO-WEIERSTRASS
Jede beschrinkte Folge besitzt mindestens einen Haufungswert.
Beweis: Auswahlprinzip ,,BoLzano-WEIERSTRASS® und Satz 10.3
.................. Beispiel
Caucnysches Diagonalverfahren
Q abzidhlbar, alle Werte aus R Hiufungswerte
105 .oeeeennen, Satz und Definition
Beschrinkte Folge besitzt grofiten und kleinsten Haufungswert, lim sup, lim inf. Grenzwerte
aller konvergenten Teilfolgen liegen dazwischen. Bei lim inf: Links von a+¢ unendlich viele,
links von o—¢ nur endlich viele Folgenglieder.
Beweis: (iii) Indirekt: Links unendlich viele => 9 Teilfolge, beschriankt => Konvergent =>
HW
106 .....oen.n.n. Satz
Folge konvergiert <=> beschrinkt und besitzt nur einen Hiaufungswert
Beweis: lim inf =1lim = lim sup
107 coeveinnnnen, Satz
Beschrinkte Folge. o, :=inf { a, Ik>n }, P, :=sup { a_ | k 2 n }. Monoton, iiberschneiden
sich nicht. (o) und (,) konvergieren, lim infa = lim o, = sup o,
Beweis: (iii) Monotonieprinzip => o = lim ¢, = sup o,,. o =lim inf a, durch e-Bedg. 10.5
108 ..ovveennenn. Beispiel
a ="+ 1n. (o)=(-1,-1,-1,...)>-1, (B, =(3/2,3/2,5/4,5/4,7/6, ... -> 1

§11 ........ Bestimmte Divergenz
1 O N Definition
Folge [bestimmt] divergent gegen oo, -co <=>V G e R*dn, mit a,>G, a, <-G V n>n,
112 oeeeeinnes. Beispiele
8 O N Satz

(a) lima, =0 <=> lim l/la | = o

(b) Kurz: oo+ c=oc0, oo+ oco=00, (- 00=sign(Q) - oo, co-oo=o00, O /0c0o=0
Unbestimmte Ausdriicke: O - oo, oo - oo

Beweis: (a) Nachla -01< 1/G

114 ............. Definition
lim sup a_ :=sup a, := oo, falls (a,) nicht nach oben beschrinkt
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Kapitel IV: Reihen

§12 ........ Konvergente Reihen

121 coeveieninen, Definition
S, = Z,_," a, n-te Partialsumme
(s,),.n (unendliche) Reihe mit der Gliederfolge (a,), Bezeichnung: %, _,~a,
Reihe Z,_;"a, konvergent <=> Folge der Partialsummen konvergent. lim s =:s Wert der
Reihe
Schreibweise: Z,_,"a, =s [Nur, wenn Reihe konvergent!]

.................. Beispiele
Geometrische Reihe: a :=q", n>0. s, ={ Z_"q"=(1-q"")/(1-q) n+1 (beig=1) }
Konvergenz fiir Igl < 1: £,_, q* = 1/(1-q). Divergenz fiir Iql > 1

Harmonische Reihe: %,_~ 1/k divergent
Teleskopsumme: a :=1/n(n+1)=1/n - 1/(n+1). Z,_" (I/k - 1/(k+1))=1- 1/(n+1). Z_~
a=1

122 ..ol Caucnysches Konvergenzkriterium
Reihe konvergent <=> V ¢>0 I n=n(¢), I1Z
Beweis: <=> (s,) Caucny-Folge

"Pal<e Vnzn, Vp

k=n+1

123 .ooeeeanen.. Monotoniekriterium
Reihe mit nichtnegativen Gliedern konvergiert <=> Folge der Partialsummen beschrinkt
.................. Beispiel
. Uk konv. E_"1/K2<1+ Z_"lkk-1) =1+ Z_"" /k(k+l) = 1+1-1/n->7%/6 <
2
124 covvneeennnn. Satz ¢

2., a, konvergente Reihe. r, :=Z, _ . “a_Reste der Reihe. => (a,) und (r,) Nullfolgen
Beweis: =>: Im CaucHy-Konvergenzkriterium p=1.
Existenz vonr,: Indexverschiebung. Hier CaucHy-Konvergenzkrit.
125 cooveieinen, Satz
Konvergente Reihen gliedweise addierbar oder mit Konstante multiplizierbar.

126 ..ccveenn.nn. Konvergenzkriterium von DIRICHLET
2., a, Reihe mit beschrinkten Partialsummen (Nicht notwenig konvergent!) und (b,) mono-
ton fallende Nullfolge. => Z,_"a, b, konvergent
Beweis: Zu umsténdlich!
127 cooieiaen.. Konvergenzsatz von Leniz fiir alternierende Reihen
(b,) monoton fallende Nullfolge. => X,_"(-1)"b, .
Gerade Glieder der Partialsummenfolge: Monoton fallend.
Ungerade Glieder: Monoton wachsend.
128 ..oooeeeee.. Klammersatz
In konvergenten Reihen Glieder klammerbar, ohne Konvergenzverhalten zu dndern.
Beweis: Folge der Partialsummen der neuen Reihe ist Teilfolge der alten.

§13 ........ Absolut konvergente Reihen

S Definition
2., a, absolut konvergent <=> X,_“la,| konvergent
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132 coiviininnnn, Satz Ansage &S
Absolut konvergente Reihe erst recht konvergent, es gilt verallgemeinerte Dreiecksunglei-
chung

Beweis: Cauchy-Krit.: Z,_ \"Plal<e Vn>n, => [Z
DU: IlimZ_"al<lim|Z_a, |<limZ_" | a_|
133 coeveinninen, Satz
Reihe absolut konvergent <=> Folge (Z,_," | a_|) beschrinkt
Beweis: Monotonieprinzip

n+p n+p —_
st TS MPlal <& => CauchHy

134 .cvvveinnen. Majoranten-Minoranten-Kriterium
la| <c, f.i. mit Zc, konvergent => Xa, absolut konvergent. Konvergente Majorante
0<d, <a, fii. mit2xd, divergent => Xa, divergent Divergente Minorante

Beweis: () Seilal <c, Vk2n.=>Z_ "lal< Z
(ii) folgt aus (i): Wire Za, konvergent, so auch 2d,

k:n+1n+p ¢ < Zk:n+lm G — 0 Vnz2nl, p
.................. Beispiele
Z1/k", p 22 konvergent, Z1/k* konvergente Majorante

Z1Nk divergent, Z1/k divergente Minorante

135 cooviiinen Waurzelkriterium Ansage &\,\é
Za_Reihe, B := lim sup "ja |. B <1 => Absolute Konvergenz
B >1 => Divergenz
B =1 => Keine Information
Beweis: p<1. WahleemitB+e<1.=>lal"™ > B+ ¢ nur fiir endlich viele n, ,<“ ¥V n>
1’ll
=>la | < (P+e)" => geometrische Reihe majorisiert => Absolute Konvergenz.
B>1. e mit P-e>1. =>la [>(p-¢)">1 => (a ) keine Nullfolge => Divergenz
B =1. Gegenbeispiele: Z1/n divergent, £1/n* konvergent

136 .cceeeen..... Quotientenkriterium
Zan mit a, #0 V n.

limsupla, /a | <1 =>Absolute Konvergenz
liminfla _ /a | >1 => Divergenz
liminfla _ /a | £1< limsupla, /a, | => Keine Aussage

Beweis: B := lim sup "Vla | => lim inf|a
Ungleichung: GroBe Ubung 23.

13.7 ceviivnnnen. Bemerkungen
Wurzelkriterium leistungsfahiger als Quotientenkriterium.

13.8 civvvvinnnen. Beispiele
e=2_ l/k!=1im (1 + 1/n)"
139 ..ovvininnenn Bemerkungen zum Wurzel- und Quotientenkriterium
(a) 30<g<1 mit n la] £q<1 V n>n, => Absolute Konvergenz. Zq" konvergente Majoran-
te
(b) ™ la] > 1 V n>n, => Divergenz, denn (a,) keine Nullfolge
(c)0<q<1, la,,/al<q Vn>n, => Absolute Konvergenz
(d)la,,/al>1 Vn>n, =>Divergenz, denn (a,) keine Nullfolge, (la,|) monoton wachsend
ab bestimmter Stelle

/a | <B<limsupla,, /a |,dann Wurzelkrit.

n+l1 n+l1
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13.10 ............ Caucnyscher Verdichtungssatz
(a,) nichtnegative monoton fallende Folge.
Z a konvergent <=> ,verdichtete Reihe* X 2" a,, konvergent
Beweis: =>: Glieder ausschreiben und in 1, 1, 2, 4, 8, ...-er-Gruppen zusammenfassen, durch
das letzte Glied jeder Gruppe nach unten abschitzen
<=: Zusammenfassen, durch erstes Glied jeder Gruppe nach oben abschétzen

13.11 ............ Beispiele
Z1/n" fiir o>1 konvergent, o<1 divergent.

13.12 ............ Definition ,,Umordnung‘

Umordnung einer Reihe: Indizes der Glieder durch Bijektion ¢ umordnen
1313 ..oeeeenes. Beispiel
13.14 ............ Kleiner Umordnungssatz

Umordnung dndert an Konvergenz und Wert einer absolut konvergenten Reihe nichts.
Beweis: Spezialfall a, >0. Z,_a , <Z,_""a <Z_"a , da{e(l), .. o)} {L...mp)}
Monotoniekriterium => Konvergenz. Umgekehrt ¢ Umordnung => Gleicher Wert

a, = (a, +lal)-lal, positiv. Za, = Z(a+lal) - Zlal, konvergent nach Majorantenk. => Beh.
1315 ............ Definition ,,Totale Umordnung**

N in endlich viele oder abzihlbar viele disjunkte Teilmengen S,, S,,... zerlegen.

Fiir abzdhlbar unendliche Teilmengen: Abzihlung @; bestimmen.

b= { g3, [S;endlich], 2, ,"a_, [Sjunendlich], O [j>p= Anzahl der Teilmengen] }
Z_,”b; totale Umordnung von Za,

Schreibweise: Reihe absolut konvergent, S abzidhlbar unendlich.

=>b =12 ¢a, bunabh. von spez. Wahl der Abzihlung ¢

13.16 ............ GrofBier Umordnungssatz

Totale Umordnung dndert an Konvergenz und Wert einer absolut konvergenten Reihe nichts.

Ist a,>0 und Za, divergent, so auch jede Umordnung.

Beweis: Komplizierte e-Abschitzungen

1317 o..eeae..... Definition
Doppelfolge: Abbildung c: Ny x N, (i, j) — ¢
¢ bijektive Abzidhlung z.B. nach Caucnyschem Diagonalverfahren.
1318 ............ Satz
(c;;) Doppelfolge.
3 Abzdhlung @, Zc, absolut konvergiert => V Abzihlungen abs. konv. mit gleichem Wert
Absolute Konvergenz d. Doppelreihe: 3 Abzéhlung, Zc , absolut konvergent
Wert der Doppelreihe: 2, ;" ¢;, = Z "¢,
Doppelreihe abs. konvergent => Z,, "¢, = Z_" (Z,,"¢;) =L, (Z,7 ¢;)s
alle Reihen abs. konv., ,Iterierte Reihen der Doppelfolge*
Beweis: (1) aus kleinem Umordnungssatz, (2) aus groem Umordnungssatz
13.19 ............ Caucnyscher Doppelreihensatz
Doppelreihe absolut konvergent <=> Z_" ()" lc; |) <co<=>  Z,_[" (X" lc;]) <0
Beweis: Aus grofem Umordnungssatz
13.20 ............ Satz
Reihen Za, und Zb, abs. konv. => Zab, = (Za,)(Zb,) abs. konv.
Beweis: Z(Zlab,l) = Z(la| - ZIb | ) = (Zla)(ZIb,])
nach 12.5 (Gliedweise multiplizierbar) und 13.19 (Caucnyscher Doppelreihensatz)
Ohne Betrige => Werte gleich.
13.21 ............ Caucny-Produkt von Reihen
Doppelfolge nach Diagonalen abzihlen und klammern.
Zab =Z(Z_ ab,;) = ab,+ (ab, +aby) + ...

n-i
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1322 ..oinnenen. Beispiele
(¢ = 1/(1-qP = Z(n+1)q"
Iterierte Reihen nicht notwendig gleichen Wert, nur bei Betrdgen (1 bzw. -1 in Nebendiag.)
Caucny-Produkt divergent, obwohl beide Reihen einzeln nach LeBNiz konvergieren.

Zj,k:zm =1
.................. Lineare Struktur der Analysis
R" = Vektorraum aller Folgen. Konvergente F. und Nullf. sind lin. Unterraum. lim ist lineare
Abb.
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Kapitel V: Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

§14 ........ Topologische Grundbegriffe

) Definition
U, (x):=(x-¢, x+€) &-Umgebung
U.(x):=U,/x)\ {x} punktierte e-Umgebung
x innerer Punkt von A <=>3e>0 mit U,(x) C A

A°:={ x e RIx istinnerer Punkt von A }, Inneres, Kern
A offene Menge <=> Jeder Punkt von A ist innerer Punkt <=> A =A°
A abgeschlossene Menge <=> Komplement von A (R\ A) offene Menge

x Hdufungspunkt von A <=> V e>0 U(x) NA =T <=> x € H(A)
“A:=AUH(A) Abgeschlossene Hiille von A
x Isolierter Punkt <=> 3 8>0 mit Uy(x) M A = {x}

142 ..ooveen.nn. Beispiele
Intervall (a, b) offene Menge, [a, b] abgeschlossene Menge
{ I/n}. A°=, H(A)={0}, A weder offen noch abgeschlossen, jeder Punkt isolierter Punkt

H(Q)=R
143 ...oinienenn Satz
A abgeschlossen <=> HA)C A <=> "A=A
Beweis: (1) A abg. => R\A offen => xeR\A, U (x) C R\A => U (x) N A =. => x¢H(A)
2)HA)CA == "A=AUHA)=A
3) "A=A, xeR\A =>x¢ "A=AUH(A) =>x¢A, x¢gH(A) =>3J¢, U x)NA=J
144 ............. Satz
xeH(A) => JFolge (x,) mit x €A\{x}, limx, =X
Beweis: Induktion zur Konstruktion von (x,). Zu e=1 3x, € U (x)NA .
Induktion, dabei €:=min { 1/n, Ix-x,I, Ix-x,I ... }. X, € °U8(x)ﬂA. =>X; paarweise verschieden,
lim x, = x, da Ix -xI<1/n.

.................. Bemerkung
=> In jeder e-Umgebung eines Haufungspunktes unendlich viele Elemente von A
145 ............. Satz ,,BorLzaNO- WEIERSTRASS
Jede unendliche beschrinkte Teilmenge A von R besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
Beweis: A unendlich => Jinjektive Abbildung @: N — A. p(n)=:X,. (x,) beschrinkt
=> BoLzaNO-WEIERSTRASS => (X,) mindestens einen Haufungswert => x, €U, (x) V n>n,
146 ............. Satz
Abgeschlossene Menge nach oben/unten beschrinkt => besitzt Maximum/Minimum
[Supremum/Infimum liegt aufgrund d. Abgeschlossenheit in Menge]
Beweis: Abgeschlossen => 3 s:=supA. Ann.: sgA => 7 streng monoton wachsende Folge

gegen Supremum, (X, )€A, limx, =s. =>s e H(A) C "A = A => Widerspruch

§15 ........ Grenzwerte von Funktionen

151 ..oeeeenn.... Definition
f: S>R, x,eH(S), S#J
f an Stelle x, Grenzwert <=> 3L €R, V £>0 3 8=8(¢)>0, If(x)-Ll<e V x € Uy(x) NS
Schreibweise: lim__ ,f(x)=L, f(x)—L fiir x—x,

x—Xx0
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.................. Bemerkungen
Grenzwert, falls existiert, eindeutig bestimmt. Indirekt: Zwei L annehmen, mit &/2 abschit-
zen.
Bleibt unberiicksichtigt, ob und wie f an der Stelle x, definiert
152 covieeenn... Satz
TCScR. x,eH(). Jlim_, f(x) => Jlim
Beweis: Folgt unmittelbar aus Definition des Grenzwertes

153 coveinninen, Definition
Rechts-/Linksseitiger Grenzwert

f(x) und beide gleich.

x—x0, xeT

I Satz ,,Folgenkriterium*
f an Stelle x, Grenzwert <=> Fiir jede gegen x, konvergente Folge (x,), X,eS\{X,}, ist auch
(f(x,)) konvergent
lim f(x) = L => fiir jede Folge x,—X, gilt lim f(x,) =L
Beweis: Lang.
155 coiviiiiinnnn Konvergenzkriterium von Cauchy
3 lim f(x) <=> V &>0 33=3(¢), If(x)-f(y)l<e V x,y € Us(x,) NS
Beweis: =>: If(z)-LI < €/2. => If(x)-f(y)l < If(x)-LI + IL-f(y)l < €
<=: Bel. Folge (x,), x, € S\{X,}, lim x, = x,. =>bel. ¢ => & aus Konvergenz der Folge =>
(f(x,)) Caucny-Folge => Folgenkriterium
156 ...ccnnn..... Satz
Linearitat von ,,lim*: lim(f+g)(x), lim(f-g)(x), lim(af)(x), lim(1/f)(x), Ordnungserhaltung
.................. Beispiele
Fiir jedes Polynom p und jede rationale Funktion r=p/q gilt: lim p(x)=p(X,), lim r(x)=r(x,)
157 cevveinnaen.. Definition
f fiir x—oo <=> V £>0 Ix,=x,(¢) f(x)-Ll<e V x>x,, XxeS
158 civvvvvnneen. Bemerkungen
Grenzwert eindeutig bestimmt
Folgenkriterium und Cauchy gelten auch:
Flim_,_ f(x) <=> Fiir jede Folge (x,), die bestimmt gegen <o divergiert, ist die Folge (f(x,))
konvergent <=> V e>0 3Ix,, f(x)-f(y)l<e Vxy=x,, X,yeS
Grenzwertregeln weiter giiltig.
159 ...ooanln.. Definition
f divergiert bestimmt gegen o fiir x—x, <=> V G>0 3 8=8(G)>0, f(x)>G V xe Uy(x,) N
S
f divergiert bestimmt gegen oo fiir x—oo <=> V G>0 Ix, f(x)>G Vx2x,

§16 ........ Stetige Funktionen

161 ............. Definition
f stetig im Punkt x, <=> V e>0 35=038(e)>0, If(x)-f(x,)l<e V xeUs(x,) NS
f stetig auf S <=> fin jedem Punkt aus S stetig.
Beachte: f in jedem isolierten Punkt stetig.

) Beispiele
163 ..covvnennen. Folgenkriterium fiir Stetigkeit

f stetig im Punk x, <=> fiir jedegegen x, konvergente Folge (x,), x,€S, gilt:lim f(x)=f(x,)
164 ............. Satz

of, f+g, f-g, [f/g bei g(x,)#0] stetig.
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165 ...ovvenenen. Satz
g o f stetig bei entsprechender einzelner Stetigkeit in x, und f(x,).
Beweis: Uber Folgenkriterium
166 ............. Beispiele
167 .ovvveennen. Satz
fin x, stetig. f(x,))>0 => 3 5>0 mit f(x)>0 Vxe Uy(x,) NS, Analog fiir ,,<*
Beweis: e:=If(x )l/2. => & => f(x) = f(x,) + (f(x)-f(x,)) = f(x,) - f(x)-f(x,)| > f(x,)/2 >0
168 .....coen.nen Definition
f rechtsseitig stetig im Punt x, <=> lim__ ., f(x) = f(x,)
f linksseitig stetig im Punt x, <=> lim_, , f(x) = f(x,)
Beachte: f stetig <=> rechts- und linksseitig stetig.
Sprungstelle von f <=> rechts- und linksseitiger Grenzwert existent, aber ungleich

169 ............. Zwischenwertsatz &S
f auf [a,b] stetig.
(a) f auf [a,b] beschrinkt
(b) M:=sup und m:=inf werden auf [a,b] angenommen
(¢) f([a,b]) = [m,M]
Beweis: (a) Indirekt. V n 3 x _€[a,b], If(x,)I>n. Folge Beschrinkt => BoLzaNO-WEIERSTRASS =>
konvergente Teilfolge (x,,) mit lim x,, =: X, € [a,b]. => If(x, ) konvergent => K, If(x,)I<K
=>n, < lf(x, ) €K Vk => (n) beschrinkt => Widerspruch.
(b) Ann.: Mg[a,b]. => f(x)<M. g:=1/(M-f(x)) stetig, nach (a) beschrankt. => 1/(M-f(x))<K
=> f(x)<M-1/K im Widerspruch zur Def. des Suppremums.

(©) -
16.10 ............ Bemerkungen

Stetiges Bild eines Intervalles wieder Intervall.
16.11 ............ Folgerung

f(a)-f(b)<0 (Vorzeichen verschieden!) => 3x, € (a,b) mit f(x,)=0.
16.12 ............ Satz ,,Stetigkeit der Umkehrfunktion‘

f auf Intervall streng monoton wachsend/fallend. Dann ist Umkehrabbildung auf entspre-
chendem Definitionsbereich stetig.
Beachte: f selbst nicht notwendig stetig! Neuer Def-Bereich nicht notwendig Intervall!

Beweis: ---
16.13 ............ Beispiel
16.14 ............ Satz
f auf Intervall injektiv und stetig => f streng monoton
Beweis: ---
16.15 ............ Definition
C[a,b] = Menge aller stetigen Funktionen f:[a,b]—>R.
Vektorraum
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Kapitel VI. Funktionenfolgen und -reihen

§17 ........ Punktweise und gleichméBige Konvergenz

) N Definition
n — f Funktionenfolge. (f).
Funktionenfolge punktweise konvergent gegen Grenzfunktion f <=> fiir jedes x konvergiert
Zahlenfolge (f,(x)) gegen Grenzwert f(x). <=> lim___f (x) =f(x) <=>
V e>0, V x dn,=n,(e,x) mit If (x)-f(x)l<e Vn>n,
Grenzfunktion f eindeutig bestimmt.
172 .ooeean.e... Satz von CaucHy
f —>f <=> Ve>0 Vx dng=n,(e,x), If (x)-f (x)l<e V n,m >n, Caucnysche Konvergenzbed.
Beweis: Fiir festes x direkt aus 9.7, CaucHy-Bedingung fiir Folgen.
) O Beispiele
Beachte: Punktweiser limes erhilt Stetigkeit nicht unbedingt!
174 .oovvvenenen. Definition
Funktionenfolge gleichméBig konvergent <=> V >0, V x I n=n,(¢) mit If (x)-f(x)l<e
Vn>n,
Beachte: n, unabhingig von x! e-Schlauch. Glm-Konv. => Punktw. Konv.
175 coovveinneen. Beispiele
x" nicht glm., nur punktweise konvergent.

176 ceeeenn...... Satz &\'\é

Funktionenfolge stetiger Fkt. glm. konvergent gegen f auf S => f stetig auf S

Beweis: (i) glm. Konv. => If(x)-f,(x)l<e/3. (i) f, stetig => If (x)-f,,(x,)I<e/3

=> If(x)-f(x,)l < H(x)-f,,(X)] + If o (x)-f (X ) + If, o (x,)-f(x ) < €
177 cevievnnnen. Bemerkungen

Punktweise: lim If (x)-f(x)I=0.

GleichmiBig: lim, ,_ sup, If (x)-f(x)I=0

Beweis: If (x)-f(x)l<e Vn>n0, VxeS. => 0<sup If (x)-f(x)l =a, <¢ Vn>n, =>a,—0

17.8 covvviiinne. Definition

[Ifll := sup, (f(x)] Supremumsnorm (kurz: Norm) von f auf S.

Beachte: lim, ,_sup,  If (X)-f(x)I=0 <=>lim IIf -fll =0

A Satz ,,Norm-Gesetze‘ &S
(1) 1IfiI>0, Ifll=0 <=> =0
2) licfll=Icl - Il

(3) lif+gll <Ifll + ligll  (Dreiecksungleichung)

4) lfgll <fll - Ngll

(S) TIHI-ngh < Nf-gll < lif+gll

Beweis: (1), (2) klar. (3), (4) tiber Ifx)IIFX)I, .... (5) aus (3) wie 2.12.
1710 ............ Satz

Funktionenfolge konv. glm. gegen f <=> lim IIf -fll =0

Beweis: =>: Siehe 17.7

<=:lIf fll-0, £>0. =>3 n,: lIf fli<e ¥V n>n,. =>If (x)-fx)I<Nffll<e VxeS
17.11 ............ Bemerkungen

(f,) konv. nicht glm. gegen f <=> (lif -fll) keine Nullfolge <=>3¢>0, lIif -fll > ¢, V n>n,

<=> d¢>0, If (x)-f(x,)] > ¢, V n>n,, x, €S (unendlich viele Paare n, x,)
f beschrinkt auf S, so auch fast alle f,.
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1712 ..........l. Satz ,,Caucny-Konvergenzbedingung bzgl. der Norm*¢
Ffmitlimf =f glm.<=> V e>03n=ny(¢), IIf £ ll<e V m,n=n,
Beweis: =>: IIf -fll<e/2. => IIf -f Il <IIf -fIl + If-f Il < €
<=: Sei (f,) Caucny-Folge bzgl. d. Norm. => (f (x)) CF V x => 3 lim f (x) =: f(x).
If (x)-f I <NIf £ Il < €. m—>eo => If (x)-f(x)I<e. => sup If (x)-f(x)I =lIf fll <€
1713 ............ Anwendung auf C[a,b]
f € C[a,b] => beschridnkt => [Ifll=suplf(x)l=maxIf(x)!
f e Cla,b], (f,) CF bzgl. Norm => 3 f € C[a,b] mitlimf =f
1714 ........aen. Definition
Funktionenreihe: Funktionenfolge (s,) mit s =%,_"f,. Bezeichnung: X, _~f,
Funktionenreihe glm. / punktweise konvergent <=> Funktionenfolge (s,) glm. / pw. konv.
1715 .ooveeenen. Satz
Reihe stetiger Fkt. konv glm. gegen stetige Grenzfunktion
Beweis: Bereits fiir Folgen bewiesen.
17.16 ............ Satz ,,Caucny-Konvergenzbedingung bzgl. der Norm*¢
3 Grenzfunktion m. gleichm. konv. <=> ¥V £>0 I ng=n(e), Il Z
Beweis: Bereits fiir Folgen bewiesen.

"fll<eVpVn>n,

k=n+1

1717 .ovveenn..n. Majorantenkriterium von WEIERSTRASS &S
Z._"f. IIf li<c, fiir fast alle n und Z,_,"c, konvergent => X __ ~f konvergiert gleichméBig

Beweis: 1 Z,_, "Il < Z,_, " Ifll < Z,_ ., "¢, letztere erfiillt CaucHy => glm. Konv.
§18 ........ Potenzreihen
181 ..ovvvnennnnn Definiton

2. a,(x-x))" Potenzreihe mit Entwicklungsstelle x,. Koeffizientenfolge (a,).
182 .ovvvennenn. Beispiele

Z 0 x"=1/(1-x) fiir Ixl<1, x,=0.
Z.x"n!=¢* x eR (siche GU)
.................. Herleitung des Konvergenzradius
Waurzelkriterium: lim sup n la, (x-x,)" | <1 Konvergenz, >1 Divergenz
=> Folge (“\/ lanl) entweder unbeschrinkt (Divergenz) oder beschrinkt, dann 5 Grenzwert.
=0 => Konvergenz V x. [>0 Konvergenz fiir Ix-x,<1/B, Divergenz fiir Ix-x,/>1/p

183 .ooienant... Satz
r:=1/limsup “\/Ianl Konvergenzradius (1/e0 :=0, 1/0 :=c0)
K:={ Ix-x,l <r } Konvergenzintervall der Potenzreihe.
Auf dem Intervall stellt die Potenzreihe eine Funktion dar.
Am Rande des Konvergenzintervalles keine Aussage moglich.

184 ..ooenennnnn. Beispiele ¢
Z_ 2 x"nP. limsup "V1/n® = lim 1/ ("Vn)’ = 1 => r=1
p=0: Divergenz fiir x=-1, x=1
p=1: Konvergenz fiir x=-1, Divergenz fiir x=1
p=2: Konvergenz fiir x=-1, x=1

185 ..vvveinnetn. Bemerkung
Aus Quotientenkriterium folgt:
Falls lim, _la, /a,| = oexistiert => o=, /0 auch Konvergenzradius
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186 ..eeenn...... Satz &\'\é

(a) [a,b] c (-rr) => Potenzreihe auf [a,b] gleichméBig konvergent
(b)f:=2 _,"ax", f:(rr—-R =>f stetig
Beweis: (a) c:=max({ lal, Ibl }. IIf Il:=sup, ,,la x"I<la |c", Z _~lalc" konvergent, da ¢ im Kon-
vergenzradius. => Majorante 17.17 =>Z _~f konv. glm.
(b) xe(-r,r). Intervall [a,b] umfalit x => glm. Konvergenz von stetigen Fkt. => Grenzfunk-
tion stetig (17.15) => f stetig in x => f stetig auf (-r,r)

187 civivviinnnn. ABeLscher Grenzwertsatz

Potenzreige in (-r,r] / [-r,r) konvergent gegen f. => f im Punkt r / -r links-/rechtsseitig stetig
Beweis: oBdA r=1, ---

188 ..vvienintn Satz
f, g auf jeweiligem Konvergenzintervall durch Potenzreihe dargestellt.
=> f+g, f-g, fg auf dem gemeinsamen Intervall ebenfalls durch Potenzreihe darstellbar
Beweis: 12.5 (Konvergente Reihen gliedweise addierbar), 13.21 (CaucHy-Produkt v. Reihen)

189 ...cvvvinn.nn Anwendung auf das CaucHy-Produkt &S
Za, und Zb, konvergent. Ist Cauchy-Produkt Zc, mit ¢,:=Z_*ab, ; ebenfalls konvergent
=> (Za)(Zb) = Zc,. Absolute Konvergenz nicht mehr notig (vgl. 13.20), dafiir 2c,!
Beweis: Potenzreihen Za x* und b x* konvergieren glm. auf [0,1] gegen stetige Fkt. =>
Sei x € (0,1) => 18.8, linearitit => (Za,x")(Zb x") = L, x* => x—1- (ABELScHer Gws).

18.10 ............ Identitétssatz fiir Potenzreihen -- Koeffizientenvergleich &\\
Zwei Potenzreihendarstellungen von f und g auf gemeinsamem Konvergenzintervall.
(x,) Folge, x,2x,, Xx,—X,. f(x)=g(x,) Vn => f(x)=g(x) Vx =>a=b,
Beweis: Induktion: f, g stetig. lim_ f(x,) = f(x,)) =1lim__ g(x,) = g(x,) => a;=b,.
Annahme: Koeffizienten 0,...,k gleich.
SchluB: f,(x):=a,,, + a,,,(X-X,) +... =(f(x)-Z_"a(x-x,)")/(x-x,)*" . Dito g,. Ann =>
f=g,.
f.g, stetig: a,, =lim f,(x )= f,(x,) = g,(x)) =b,,
18.11 ............ Satz
f auf Intervall durch Potenzreihe dargestellt. => 1/f in 3-Umgebung als Potenzreihe darstell-
bar
Beweis: ---
18.12 ............ Beispiel ,,Division von Potenzreihen‘
fx)/g(x) = (2" ax)/ (2, bx" = Z_,"cx" c, unbekannte Koeffizienten.
= ., ax") = (Z_,°bx") (£, cx)=Z _ (bc,+bc,, +..+bc)x"
Koeffizientenvergleich.

§19 ........ Konvergenz im Kérper der komplexen Zahlen

.................. Allgemeines
Betrag: N2z
Keine Anordnung moglich (i2+12=0)
Eigenschaften des Betrages gelten weiter
191 .oeeienaen, Definition
e-Umgebung iiber Betragsdifferenz.
Ubertragung d. Konvergenz, des e-Kriteriums, der Caucny-Folge

Analysis | Seite 20 von 27
Prof. Mertins, WS 1994/95 Wilko Hein, Last change: 25.06.1996




Ana-l

19.2 ..oieininnen, Satz
(a) Folge (z,) konvergiert <=> Reelle Folgen (Re z ) und (Im z ) konvergieren
(b) (z,) Caucny-Folge <=> (Re z,) und (Im z ) CaucHy-Folgen
(c) (z,) konvergiert <=> (z,) ist CaucHy-Folge
Beweis: (a) =>: Ix -x,| = IRe(z,-z,)| £ 1z,-7| <, ...
<=:z,-7yl=1(x-X,) + 1 (y,-¥p) | S Ix-X | + lil ly -y l < €
(b) analog, (c¢) aus (a) und (b) mit CAucHY.

193 ..oiveinnen. Folgerung
Konjugierte Folge hat gleiches Konvergenzverhalten
194 .........e. Bemerkung
8.4 gilt weiter (Linearitit des Grenzwertprozesses)
195 ooiiainen Definition
Reihen in C wie in R. Absolute Konvergenz bei Betrags-Konvergenz
196 ..covenenen. Satz
Absolut konvergente Reihe in C erst recht konvergent.
197 coveiininen, Satz
Es gelten in C

Majoranten-Kriterium (13.4)
Wurzelkriterium (13.5)
Quotientenkriterium (13.6)

198 .oeiiininen Satz
Es gelten (Zerlegung in Re und Im beim Beweis!)
Kleiner, groer Umordnungssatz
Caucnyscher Doppelreihensatz
Caucny-Produkt absolut konvergenter Reihen

199 ...oinien.n, Beispiele und Definition
Exponentialrechung in C.
e’ durch Reihenentwicklung
e“*? durch Cauchy-Produkt von Reihen (Diagonalverfahren, Binominalkoeffs)
e’=e* (Re e” +1iIm ev). Beweis: e* (1 +1y/1 - y2/2! -iy3/3! +..) = e*(Z +iZ)
19.10 ............ Definition
cosx:=Ree™ =2 _~ (-1)* x™(2k)! = 1 -x%/2! +x*/4! -...
sinx :=Ime™ =2~ (-D* x*/Q2k+1)! = x -x*/3! +x°/5! -...
=> EuLersche Formel: €™ = cos x + 1 sin x
cos x = (e* + e™)/2, sin x = (e™ - e™)/2
19.11 ............ Satz und Definition, ,,Additionstheoreme*
sin(x+y) = sin X cos y + cos X sin y
COS(X+y) =Ccos X COS y - sin X sin 'y
cosZx + sin?x = 1
lim_,,sinx/x=1, lim_, (cosx-1)/x2=-1/2
m/2 :=min { cosx=0}

eZni =1
19.14 ............ Definition
tan X = sin X / cos X, cot X = cos X / sin X
19.15 ............ Satz und Definition
Monotonie der trig. Funktionen auf gewissen Intervallen
19.16 ............ Satz und Definition
z =r e" fiir alle komplexen Zahlen méglich
1917 ............ Satz und Definition

Losungen von z"=1, n-te Einheitswurzeln: {, = e *™*"

z"=c => Eine Losung w => { w, {,w, ... simtliche Losungen
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.................. Beachte
Multiplikation in C: Drehstreckung

19.18 ............ Definition
cosh x := (e*+e™)/2, sinh x := (e*-e™)/2
cosh x + sinh x = ex
cosh?x - sinh?x = 1
cosh(x+y)=cosh x cosh y + sinh x sinh y
sinh(x+y)= sinh x cosh y + cosh x sinh y
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Kapitel VII. Differenzierbare Funktionen

§20 ........ Differenzierbarkeit

/| 8 Definition
Menge in sich dicht <=> Jeder Punkt ist Hiufungspunkt
f diffbar im Punkt x <=> 3 GW lim,_, (f(x)-f(x,))/(x-X,) = lim,_,, (f(x,+h)-f(x,))/h =: £ '(x,)
<=> V e>0 38=03(¢)>0, | (f(x)-f(x,)/(x-x,) -f'(x,) <€
<=> Fiir jede Folge x,—x, gilt: (f(x,)-f(x))/(x,-X,) = £'(x,)
f in jedem Punkt diffbar => f' Ableitung auf ganz S
202 ieiiiiiniens Satz
f diffbar in Punkt => f stetig in Punkt
Beweis: f(x)-f(x,) = (f(x)-f(x )/(x-x,) - (x-x5) = {'(x))0=0
/| I, S Bemerkungen
Inkrement f(x,+h)-f(x,) =1 '(x,) h + r(h)
=> (f(x,+h)-f(x,)) /h = f'(x,) + r(h)/h. => r(h)/h — 0.
204 ..oiiiiinien. Satz
fin x, diffbar <=> 3L mit f(x,+h)-f(x,)) = Lh + r(h), rth)/h — 0.
20.5 coiiiiiinenns Bemerkung
Bei Stetigkeit r(h)—0, hier r(h)/h—0
206 ..oiiiiinienn Satz
(af)'=of'
(f+g)'=f'+ g’
(f-g)'=f'g+fg’
(frgy=(t"g -fg')/g
Beweis: Produktregel:
I/h (f(x,+h)g(x,+h) - f(x)g(x,) ) = 1/h (f(x,+h)[g(x,+h)-g(x)] + [f(x,+h)-f(x,)]g(x,) ) = ...
Quotientenregel: Spezialfall 1/g. Auf 5-Umgebung # 0. Wie oben.

P/ | Iy Kettenregel &S

f: T>R, g: S—R. g(S)cT. gin x, diffbar und fin y, = g(x,) diffbar =>

fogdiffbarmit (fog)=f'og - g’
Beweis: Inkrement fiir f aufstellen. ¢(y) = { r(y-y,) / (y-y,) bzw. 0}, stetiginy,, da
r(h)/h—0

g diffbar in x, => g stetig in x, => @(g(x))—0.

)y = (£ (¥o) + ) (y-¥y) => (£E(0) - f(g(xy) ) / (x-x,) =

(F(2(x) + P(2())) (8)-2(x))(x-X,) = £'(g(x,)) - £'(x,)

20.8 ...iiiiinnnn Satz ,,Ableitung der Umkehrfunktion‘ &S
f auf Intervall streng monoton, in X, diffbar mit f '(x,)#0.
=> f " f(I)—R diffbar in y,:=f(x,), (f ")'(y,) = Uf'(x,)
Beachte: g=f "' =>g'(y,) = 1 / f" (g(y,))
Beweis: x:=f '(y). => (f'(y) - f'(y,) / (y-y,) = x-x, J/(f(x)-f(x,)). ' stetig: y—>y, =>

X—>X,.

Beispiele: log x, x*%, (In f(x))'=f'(x)/ f(x) logarithmische Ableitung
209 ..oiiiinienn Definition

Rechts- / Linksseitige Diffbarkeit.
2010 ......enenns Bemerkung

LeiBNi1z-Schreibweise
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§21 ........ Mittelwertsatz der Differentialrechnung

/) O Definition
Absolutes Maxiumum/Minimum von f <=> f(x,) 2/ <f(x) V xeS
Lokales Maxiumum/Minimum von f <=> 38>0 f(x,) 2/ <f(x) V xeUy(x)) N S
Lokales Extremum <=> Lokales Maxiumum/Minimum
Lokale Extrema nur in Hiufungspunkten sinnvoll.

212 oooieeenene, Satz
f lokales Extremum in x,, und dort diffbar => f'(x,) =0
Beweis: Differenzenquotienten fiir links- und rechtsseitige Anndherung aufstellen

213 oeiieinen. Satz von RoLLE &S
f: [a,b]—R stetig, auf (a,b) diffbar, f(a)=f(b)=0. => I&e (a,b) mit "' (§) =0
Beweis: Stetige Fkt. auf kompakter Menge => 3 absolutes Extremum =>f' (§)=0

Beachte: Notwendig: 16.9 (Max/Min auf kompakter Menge), BoLzano-WEIERsTRASS, Monotonieprinzip, Vollstindigkeitsaxiom

214 ieiiiiinien, Mittelwertsatz der Differentialrechnung &S
f: [a,b] =R stetig, auf (a,b) diffbar. => I&e (a,b), (f(b)-f(a))/(b-a)=1" (&)
Beweis: h(x):= f(x) - f(a) - ((f(b)-f(a))/(b-a) - (x-a). => Rolle: 3 & mit h'(§)=0
215 cieiiiiinien, Bemerkungen zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Andere Formulierungen:
& mit f(b)-f(a) = (b-a) '), f(b)=1f(a)+ (b-a)f'(§)
36€(0,1) mit (f(b)-f(a))/(b-a) = f '(a+d(b-a))
I Intervall [x,, Xx,+h]. 38€(0,1) mit f(x,+h) = f(x,) +h - f'(x, + h)
216 ....coenn.... Satz (aus MWS)
(1) f'(x)=0 V x => f=const.
(2) f'(x)>0 V x => f streng monoton wachsend

Beweis: x,<x,. => 3 & mit f(x,)-f(x,) = ') (x,-x,)
217 ceviiiiiniens Satz
£'(x,)=0.
(a) f bei x,, lokales Maximum/Minimum <=> 3 8, f '(x)>0 fiir x-d<x<x,, { '(x)<0 fiir
X-0<X<X,
(b) 3f"(x,) und <0 => Maximum, >0 => Minimum
Beweis: (a) MWS f(x,+h) = f(x,) + h f'(§)
(b) Differenzenquotient fiir f ".

21.8 coiiiiiiienns Verallgemeinerter Mittelwertsatz &\
f, g: [a,b]—>R stetig, diffbar auf (a,b). => 3 Ee(a,b), [f(b)-f(a)lg'(&)=[g(b)-g(a)If '(§)
=> wenn g'(X)20 V x: (f(b)-f(a))/(g(b)-g(a)) = f'E) / ')
Beachte: g(x)=x liefert den bekannten MWS.
Beweis: ¢(x):=[f(b)-f(a)lg(x) - [2(b)-g@]If(x). => p(a)=0(b)=f(b)g(a)-f(@)g(b).
MWS: 3 & mit ¢'(§)=0 => Beh.
g'(x)20 =>MWS: g(a)zg(b).
219 .iiiiinien, Regel von L'HospiTAL
f, g: (a,b)—>R, g(x)20, g'(x)20 V x.
(A1) lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) =0
(A2) lim,_,,, g(x) = oo
Gilt (A1) oder (A2) und 3 L:=lim__, (f'(x)/ g'(x)) => Flim__, f(x)/g(x) =L
Motivation: lim,_, f(x) =0, lim_,, g(x) =0, f,g stetig in a => f(a)=g(a)=0.
=> f(x)/g(x) = (f(x)-f(a))/(g(x)-g(a)) = (Erweitern mit 1/(x-a), x—a) = f '(a)/g'(a)
Beweis: ---

2110 ...onennnns Beispiele
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2111 .......eene. Satz und Definition
Hyperbolische Funktionen, deren Umkehrfunktionen und Ableitungen

§22 ........ Differentiation von Funktionenfolgen

221 ceiiiiiienns Beispiel
sin(n?x) /n —0 glm., da lIf IK1/n. f '=n cos(n?x) divergent!

7% R Gliedweise Differentiation von Funktionenfolgen &\
Beschrinktes Intervall, f, diffbar, 3 x, (f,(x,)) konvergent. (f,') glm. konvergent => (f,)

glm. konvergent, f —f mit f diffbar, f'—>f' glm.
Die Folge (f,) darf gliedweise differenziert werden.

Aus punktweiser Konvergenz in einem Punkt wird gleichmiBige Konvergenz auf I, wenn nur die gediffte Funktionenfolge glm. konv.
Beweis: ---
223 ieiiiieiens Gliedweise Differentiation von Funktionenreihen
Beschrinktes Intervall, f, diffbar, 3 x,, Z,_,” f,(x,) konvergent. Z,_~f'(x,) glm. konvergent
=> 2 _ " f(x) glm. konvergent und f'(x)= Z,_,” f'(x).
224 iiiiiiiniens Satz
Potenzreihe innerhalb des Konvergenzradius wie iiblich gliedweise diffbar, Radius bleibt
gleich!
Beweis: Nur Radius zu zeigen. lim sup “\/n-lanl = lim nvn lim sup n\/lanl = lim sup “\/Ianl
225 iiiiiiiiien Definition
Stammfunktion F: F'(x) = f(x) V x, unterscheiden sich nur um additive Konstante!
226 ieiiiiininns Satz
Stammfunktion einer Potenzreihe im Konvergenzradius wie iiblich gliedweise.
.................. Beispiel
Logarithmusreihe: In(14x) = Z,_" (-D¥(k+1) - x*"' =x - x/2 + x¥3 - ..., -1<x<1
<=: d/dx In(1+x) = 1/(14x) = Z,_,” (-1)"x*. Geometrische Reihe
Ebenso In(1-x), In((1+x)/(1-x))

§23 ........ Héhere Ableitungen und der Satz von TavLor

231 .eeiiinnnnn. Definition
Hohere Ableitungen rekursiv definiert
n-mal diffbar: Die ersten O,..., n Ableitungen existieren

232 i Satz
Potenzreihe beliebig oft diffbar auf Konvergenzintervall
233 i Definition

T, (x):=Z,_," fY(x,)/k! - (x-x,)* das n-te TayLor-Polynom an der Stelle x,.

234 iiiiiiinienn Satz von TayLor
f n-mal stetig diffbar und (n+1) mal diffbar auf Innerem eines Intervalles.
=>f(x) =T, (x) + R ().

(@) F&eI°, R (x) =f"E)(n+1)! - (x-x,)™"' Restglied nach LAGRANGE
(b) Inel°’, R (x)=f""(m)/n! - (x-x,) (x-n)™*' Restglied nach Caucny
Beachte: Fiir n.=0 MWS 21.5. R (x) gibt an, wie gut das Polynom die Funktion approximiert.
Beweis: ---
235 teiiiiiienns Beispiel

f(x)=e*. fP0)=1. T,(x) = 1 + x + 1/2 x2 + 1/6 x3. R} orae(X) = 1724 e x* fiir € € (0,x).
x:=1/2. Abweichung 0,0053.

236 ..iiiiiininnns Definition
Ist feC”, T(x):=Z,_, fF(x,)/k! - (x-x,)* TayLor-Reihe von f an der Stelle x,,.
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237 eiiiiiiienns Bemerkungen
Konvergenzradius der TayLor-Reihe nicht notwendig >0. (Beispiel: e*(-1/x2) in 0)
Falls konvergent, so nicht notwendig gegen f.
238 ceeiinnnnn. Satz
Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall die TayLor-Reihe von ihrer Funktion f an
der Stelle x,,.

239 i Satz
TayLor-Entwicklung f(x) =Z,_~ f¥(x )/k! - (x-x,)* <=> R (x)—0 <= 3 0,C mit If"(x)I<
oC"
Beweis: (1) klar. (2) IR, () = f(X)-T,(x)] < 0 C™*! (x-X,)"*/(n+1)! —0, denn a”n!—0,
da Za"/n! = e’

Beachte: Ist f durch Potenzreihe dargestellt, so ist dies die TayLor-Entwicklung.
2310 ...oeennnn.. Satz
Ersten n-1 Ableitungen Null, n-te Ableitung # 0. n ungerade => f kein Extremum

n gerade, f™(x,)<0 => lokales Maximum. f™(x,)>0 => lokales Minimum.
Beweis: TayLor-Reihe, bleiben nur zwei Glieder.

§24 ........ Erste Differentialgleichungen

241 ...iiiiiin... Satz
Genau die Fkt. u(t)=ce™ erfiillt die GI. u'(t)=ou(t). c Integrationskonstante
Eindeutigkeit: Neue Fkt. v, u/v differenzieren =0. => Nur Faktor

242 ..iiiiienn... Satz
Genau die Fkt. u(t)=ce* erfiillt die Gl. u'(t)=ou(t) und die AWB u(t,)=u,.
243 Loiiiiiienns Beispiel
Weltbevolkerung
244 .iiiiiininnn Beispiel ,,Gestorte Exponentialprozesse*
B Satz
u,(+ce™ erfiillt gestorte DGL, u  partikuldre Losung.
246 ..iiiiiinnnns Beispiel

R-L-Reihenschaltung
Feder-Masse-Dampfungssystem
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Irrationale Zahlen dichtin R ------------comcmm - c:=a+ (b-a)/(k - \/2). Irrational, da sonst \/2:(b—a)/k(c—a)
BernouLLische Ungleichung ------------ocmmommmomooo (1+x)">1+nx, x>-1

Qdichtin R —----- oo a<m/n<b <=> na<m<nb. => Jdn mitn(b-a)>1
Indentitétssatz fiir Polynome ---------------c-ounon- 6.3. Abdiv. von Linearfaktoren

N X, = "n-1.=>n= (x,-1)". Binom-Koeffs von 0 und 2.
Vier Prinzipien der Konvergenztheorie --------------- Monotonieprinzip

Intervallschachtelung
Auswahlprinzip von BoLzANO-WEIERSTRASS
Caucnysches Konvergenzkriterium

Reihen --------ommm Geometrische Reihe
Teleskopsumme
Majorante / Minorante
Wurzelkriterium
Quotientenkriterium
Integralkriterium
DIRICHLET
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Geometrische Reihe -----------ccmmmmm e §12
Teleskopsumme --------=====ommmmm oo §12
2T K e=1/2, Caucny, m:=2n. 1/(n+1) + 1/(n+2) +... > n/2n
2 K e <1+2.," l/kk-1)
Absolut konvergente Reihe erst recht konvergent ----- 13.2
Majorante / Minorante ----------==-====o-mommmmoo-- Cauchy abschitzen
Wurzelkriterium --------=====ommmmmm oo Majorisieren durch geometrische Reihe
Quotientenkriterium -------=-====-mmmmmm oo Ungleichungskette
Zwischenwertsatz ---------=-=oommmmmmmmom oo Stetige Funktion auf beschrianktem Intervall beschrinkt,
sup / inf werden angenommen, Intervall auf Intervall
Norm-GeSetze ----------—mmmm e 5 Stiick, 17.9
Funktionenfolgen / -Reihen -------------ccmommmomnoo Punktweise / GleichmiéBige Konvergenz,
CaucHY, WEIERSTRASS, Supremumsnorm
Funktionenfolge stetiger Fkt. glm. gegen f ------------ => f stetig. &/3-Abschitzung
f-Folge: Cauchy -----------=mmmmmmmm oo If (x)-f (x)l<e Konvergenz
If -f ll<e GIm. Konvergenz
f-Reihe: Cauchy ----------mmmmmm o Glm. Konvergenz, IIZ ll<e
Majorantenkriterium von ---------------commmommooooo WEIERsTRASS. |If |I<c , Zc, konv. => Zf, konv. glm.
Potenzreihen -------------commmmmm Radius aus Wurzelkriterium herleiten

Gleichm. Konv. auf enthaltenem kompakten Intervall
Grenzfunktion stetig
AseLscher Grenzwertsatz
Differenzierbarkeit -------------mcmmmmmmr o Inkrementbetrachtung
Produkt/Quotientenregel
Kettenregel
Ableitung der Umkehrfunktion
RoLie f(a)=f(b)=0, f'(€)=0
Mittelwertsatz aus ROLLE.
Verallgemeinerter MWS (f(b)-f(a))g'(§) = (g(b)-g(a))f '(§)

Differentiation von Funktionenfolgen ---------------- Beschr. Interv., f, diffb., (f (x,)) konv., (f') glm. konv. =>
f konv. glm., gliedweise diffbar
Potenzreihe diffen ---------------commome Gliedweise, Radius bleibt (“\/n% 1)
TAYLOR === = oo s o oo o e e f n-mal stetig diffbar, n+1-mal diffbar auf Innerem
Restglieder!
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