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Kapitel VII. Integration

§25 ........ Unbestimmte Integrale

251 iiiiiiinienn Definition
F mit F'(x)=f(x) Stammfunktion von f, unbestimmtes Integral von f auf I

252 iiiiiiiniens Zwischenwertsatz fiir Ableitungen
F:[a,b]—R diffbar, F'(a)#F'(b). =>F' nimmt in (a,b) jeden Wert zwischen F'(a) und F'(b) an.
Beweis: F'(a)>0>F'(b). F nahe bei a, b groBer als F(a), F(b). => u=F(£) Maximum =>

F'(§)=0.
F'(a)2F'(b), A zwischen F'(a) und F'(b). Betrachte G(x) := F(x) - Ax.
253 iiiiiiinien Satz ,,Integrationsregeln‘ (Jede Differentiationsregel liefert eine)

(1) Endliche Summen
(2) Produktintegration, partielle Integration. | fg dx = Fg - [Fg' dx

(3) Substitutionsregel (1. Fall). f Intbar auf I, g diffbar auf I, und g(I)cl.
=> (fo g) g' Intbar mit | f(g(x)) g'(x) dx = F(g(x)) =] f(u) du |

Merken: Ju'vdx=uv - Juv'dx -
Beweis: Differenzieren!
254 iiiiiiinienn Spezialfille der Substitutionsregel
(4) | f(ax+b) dx = 1/a - F(ax+b)
(5) g®)/g(x) = In Igx)l, g(x)#0
255 ciiiiiiiienns Beispiele
256 ...cvvininnnn. Substitutionsregel (2. Fall) &\,\é

g auf I diffbar mit g'(x)#0 (g' entweder ganz positiv/negativ). g(I))=I. (fog)g' Intbar =>
=> f Intbar mit | f dx =] f(g(t))g'(t) dt | t=g"'(x)
Beweis: g streng monoton => 3 h:=g"'. h'=1/g'(h(x)). @:=f f(g(t)g'(t). z.z. '(h(x)) = f(x).

§26 ........ Kompaktheit und Nullmengen

7 Definition
(Endliche) Uberdeckung von M: M c U G,.
M kompakt <=> Jede offene Uberdeckung enthilt endliche Uberdeckung
<=> M besitzt die HEINE-BoRELsche Uberdeckungseigensohaft
.................. Beispiele
Abgeschlossenes, beschrinktes Intervall immer kompakt
Beweis: Indirekt: Intervallschachtelung um das Intervall, das nicht durch endlich viele G
iberdeckt werden kann. Alle G offen, wihle zu ¢ kleinere Intervall-Lange aus Schachte-
lung.
Menge aus allen Folgengliedern einer konvergenten Folge zzgl. dem Grenzwert ist kompakt
262 ..oiiiininnnn. Satz
Abgeschlossene Menge in kompakter Menge wieder kompakt.
Beweis: Klar.

263 ..ceeeenn... Satz von HEINE-BOREL &S

McR kompakt <=> M abgeschlossen und beschrinkt <=> Jede Folge aus M besitzt kon-
vergente Teilfolge mit Grenzwert in M
Beweis: ---
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Definition

f gleichmiBig stetig auf S <=> V >0 3 8=03(g)>0 mit If(x)-f(y)l<e V Ix-yl<8.

f LipscHitz-stetig auf S <=> FL>0, If(x)-f(y)l<LIx-yl Vx,yeS

LipscHiTz => GleichmiBig => Stetig

Satz

f auf kompakter Menge stetig => f glm. stetig

Beweis: 8=8(¢,x). Offene Uberdeckung U U, ;.. Kompakt => Endlich viele geniigen
=> §:= 1/2 min dieser ds. Fiiry, y" ly-xI< 1/2 8(¢,x,) < 8.
ly'-x, ] < ly'-yl + ly-x,] < & + 1/2 8(e.,x,) < 8(&,x,). => f(y)-f(y") < f(y)-f(x )+I(y)-f(x ) <e

Definition

Endliches Intervall, lIl:=b-a ,,Ldnge* des Intervalls.

Nullmenge: ¥V >0 3 hochstens abzihlbar viele offene iiberdeckende Intervalle von Z-Linge

<e

Beispiel

N und Q in R Nullmenge. Cantorsche Menge: Uberabzihlbare Nullmenge.

Satz

Teilmenge von Nullmenge ist Nullmenge

Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen ist Nullmenge

Vereinbarung
,fast tiberall*

LesesGcuesche Integrale

Definition

Zerlegung, Treppenfunktion (In Randpunkten keine Festsetzung!).

Treppenfunktion auf unendlichen Intervallen: Auf Einschrinkung Treppenfkt., sonst =0
T(I) ist linearer Raum iiber R

Definition

Integral von ¢ iiber I: | ” @(x) dx :=Z,_ " (L) IL,I.

Satz

Integral ist lineare und ordnungserhaltende Abbildung

Beweis: Addition: Zerlegung anpassen. Ordnungserhaltung: ¢>0 => | >0

Hilfssatz
¢, monoton fallende Nullfolge f.ii. von Treppenfkt. => J Lo, (x)dx =0
Beweis: Unstetigkeits- und Nichtkonvergenzpunkte Nullmenge. Rest hat endliche Uberdek-
kung. Mit ¢ abschitzen. [Kompaktheit]
Hilfssatz
¢, monoton wachsende Folge von Treppenfkt. mit beschrinkter Integralfolge d L 0,(x)dx),
=> (¢p,) f.U. konvergent.
Beweis: ---
Definition
L*(I):=Mege aller Funktionen, gegen die von unten Folge von Treppenfkt. mit beschrankter
Integralfolge f.ii. konvergiert. (=> Integralfolge konvergent, Monotoniekriterium)
| f(x) dx :=1im | ; 0,(x) dx. Rechts monoton wachsend und beschrinkt, daher 3 Grenzw.
Bleibt z.z.: Unabhiingig von spezieller Wahl der ¢,.
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277 e, Satz &\'\é

(¢,) und (y,) monoton wachsende Folge von Treppenfkt. mit beschrinkter Integralfolge.
lim @, <limy, f.i. => lim |, @,(x)dx <lim [, y,(x)dx

Damit: 27.6 unabh. von der Wahl der Folge. Ungleichheit in beiden Richtungen f.ii.
Beweis: (@,-v,) monoton fallend, f.ii. konvergent gegen GW <0. lim (¢ -y ) (x) =

lim max {0, (¢, -y,)(x)} =0 f.i. => |, ¢, (x)dx - [, y,(x)dx <[, (o -y,) (x)dx — 0

278 iiiiinnnnnn. Beispiele é
DiricHLETsche Funktion.
R[a,b]:=Menge aller Fkt., auf [a,b] beschrinkt und f.ii. auf [a,b] stetig. Linearer Raum iiber R

R(I) < [B(I) < ] L*(1). Beweis: Zerlegung durch sukzessives Halbieren, Treppenfunktion

durch Minimum der Zerlegungsintervalle. Nur auf Nullmenge der Unstetigkeitspunkte nicht
konvergent. Integralfolge durch M-IIl beschrinkt, M vorausgesetzte Schranke.

279 eiiiiiiienns Bemerkung
L* kein linearer Raum, obwohl additiv und multiplikativ mit Konstante > 0.
Beispiel: -1/vx

2710 coooiinnnnn. Definitionen
L{I):=Menge aller Fkt. f=g-h mit g, h € L*(I), Menge aller L-Integrierbaren Funktionen
LesesGuesches Integral: | * f(x)dx := | * g(x)dx - [ h(x).

§28 ........ Eigenschaften des L-Integrals

281 ..eiiiiinnnnn Satz
f=f, fii. => [ f dx=]"f dx
Beweis: Differenz, ---

282 iiiiiiiniens Satz
L-Integralrechenregeln. L(I) Linearer (Funktionen-)Raum.
L-Integral lineare, ordnungserhaltende Abbildung
Beweis: Zuriickfiihren auf L*.

283 iiiiiiinien Satz
L) bzgl. max, min, ()%, (), || abgeschlossen
Beweis: ---

284 ..iiiiiinienn Satz

Integration durch Integration liber Teilintervalle moglich.
Beweis: Klar durch Treppenfunktionen

285 ieiiiiiiannn Definition
Jafdx:=0
J2fdx:=-]"fdx, fallsa<b.
28.6 ...iiiinnnn Satz

Bereichsadditivitit, auch, falls nicht a<c<b.
Beweis: Auseinanderziehen

28.7 ceiiiinnnnn. Satz
feld). = Ve>0 dghelL*d), f=g-h, h>0, OSJI hdx<e
Beweis: ---
288 iiiiiiiienns Mittelwertsatz der Integralrechnung &S

I endliches Intervall. feL(I) beschrinkt, m<f(x)<SM. => m(b-a) < | L f(x)dx < M(b-a)
Beweis: Definiere zwei Treppenfunktionen konstant =m und =M. Ordnungserhaltung.
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289 ..iiiiiinienn Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
feC[a,b], kompakt. F(x):=/ S0 dt. => F diffbar mit F'(x)=f(x) V x
Beachte: Jedes f aus C[a,b] besitzt Stfkt., hinreichend, aber nicht notwendig
Beweis: [ = [0+ ] * => F(x)-F(x,)=] ,* f(t)dt => F(x)-F(x,)-f(x,)(x-x,)=] ,* (F(t)-f(x,))dt
=> (F(x)-F(x ))/(x-x,) - f(x,) = 1/(x-X,) J o ((O-f(x,))dt — 0, da Integrand <¢
2810 .......uen.s Bedeutung des Hauptsatzes
G(x)=F(x)+c, Berechnung des L-Integrals ohne Grenzwertprozesse auf kompaktem Intervall

§29 ........ Konvergenzséatze

291 .oiiiiiinnn.. Hilfssatz
Wachsende Funktionenfolge € L* mit beschréinkter Integralfolge konvergiert f.ii. gegen felL",
es darf gliedweise integriert werden: lim | " f dx =] " f dx
Beweis: ---

202 Liiiiiiiienns Konvergenzsatz von BEppo LEv1
Monotone Funktionenfolge € L mit beschrédnkter Integralfolge konvergiert f.ii. gegen f € L,
es darf gliedweise integriert werden.
Bedeutung: Erweiterungsprozefl von T iiber L* nach L nicht wiederholbar!

293 i Satz
fel, 2 J'Ifldx konv. => X f,_konv. f.ii. gegen feL, gliedweise intbar:ZJ * f dx = ® fdx
Beweis: Zerlegen in s, t. LEVI.

294 ieeeennnne Satz é
feL. f=0 f.i. <=> J " Ifl dx =0
Beweis: <=: => 2J " Ifldx konvergiert => X f konv. f.ii. = f=0 f.i.  =>: nach 28.1

295 ieeeennnne Satz é

Intervall-Ausschopfung I,cLcl...., U1, =I. Integralfolge (J,, Ifl dx) beschriinkt
(nicht notwendig konvergent!) => feL mit | ,f dx = lim [, f dx
Beweis: f, auBerhalb des Intervalls I =0 setzen. Dann Beppo-LEvI.

296 ....iiennnnn. Konvergenzsatz von LEBESGUE, ,,majorisierte Konvergenz
Funktionenfolge €L konv. f.ii. gegen f. gelL mit If I<g Vn. => feL, gliedw. intbar: J fndxéj fdx
Beweis: g, und h, dort, wo konvergent, auf inf bzw. sup {f (x), f ,,(x), ...}. g,—f-, h,—>f+f.ii.
g und h_nach Levi --- €L. Integralfolgen dazu durch J " g,dx bzw. | * h,dx beschriinkt.

207 ceiiiiiienns Folgerung ,,kleiner LEBESGUE, ,,beschrinkte Konvergenz‘

I beschriinktes Intervall, Funktionenfolge €L f.ii. gegen f, If <M => feL(I), | ° f,dx— | "fdx
Beweis: Konstante Funktion auf beschridnktem Intervall L-Intbar
298 ..iiiiiiannn Satz ,,Lemma von Fatou* &\é
Nichtnegative Funktionenfolge €L f.ii. gegen f, | fdx <M. => fel, J fdx <M
Keine Aussage zur gliedweisen Integration!
Beweis: ---
299 .iiiiiiinann Satz
Funktionenfolge konv. f.ii. gegen f. gelL mit Ifl<g => fel..
Keine Aussage zur gliedweisen Integration!
Beweis: g :=max(-g, min(f ,g)) € L. => Ig I<g, g —f f.ii. herleiten => LEBESGUE
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§30 ........ Unbestimmtes Integral

301 ...iiiineen, Definition
I=[a,b]. F(x):=| Jf(Hdt das unbestimmte Integral von f; Stammfkt. nur ein unbest. Integral

30.2 c.iiienenn... Satz
feL[a,b]. => FeCla,b]. Gldttungseigenschaft des Integrationsprozesses
Beweis: feL*. => 3 Treppenfkt., 0</ L (f-@)dx < €/2. @ beschriinkt. =>
IF(x)-F(x )l = I ,* ft)dt< 1] X (F-@)dtl + 1] * pdtl < e/2 + e/2M = ¢

303 ..iiiiinan.n Satz ,,Partielle Integration*
I=[a,b] kompakt, f, g, F, G. => | "Fg dx = F(b)G(b)-F(a)G(a) - | * Gf dx =: [FG],* - | > gF dx
Beweis: ---

304 ....oiinnnnn Bemerkungen

Auch fiir F+c, G+d giiltig.

Fiir f,g € C[a,b] sind F, G Stammfkt. => Fiir F, G € C'[a,b] gilt: | "PFG'dx = [FG]." - |." F 'Gdx
305 .oiiiinien, Substitutionsregel

I=[a,b]. feL, geC'([a,b]) injektiv, g' >/< 0 auf 1. g(a)=a, g(p)=b

=> (x)=f(gx)gx) €L, [" fx)dx =], flg)g'(t) dt

Beweis: ---
306 ...coininnnn. Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung &S

I=[a,b]. F diffbar, F' beschriinkt auf I => F' e L, F(b) = F(a) + | S F(x) dx

Wann ist Funktion aus Ableitung rekonstruierbar?

Beweis: ---
307 ieiiiiinienn Substitutionsregel I1

feC, geC', g(lo.BDclabl, go=a, gB)=b. => |," fx)dx = [ ” f(g(®)g'(Hdt

Beachte: g nicht notwendig injektiv, dafiir f stetig! ZWS 16.8: g([o,3])=[a,b]

Beweis: ---
§31 ........ Unter-, Ober- und RiEMANN-SUMmMe
311 ...eeeenn.... Definition

Zerlegung, Teilintervall, Feinheitsmafl (Maximum aller Teilintervall-Langen)
Zwischenvektor € := (£, ..., &) mit & el
Untersumme U(Z)=U(f,Z) := Z,_" inf{ f(x) : xel, } - I I, |
Obersumme O(Z)=0(f,Z) :=Z,_," sup{ f(x) : xel, } - I T, |
Zwischensumme S(Z,£)=S(f,Z,§) :=Z,_"f(§) - 1| (RIEMANN-Summe)
.................. Bemerkungen

Definiere ¢,(x):= { inf{...} fiir x; <x<x;, f(x) fiir x=x; },
vy, (x):= { sup{...} fiir x; <x<x;, f(x) fiir x=x; } = @, <f<vy,
= U(f,2)=)." ¢, dx <] " f(x) dx <] " y dx = O(f,Z)

312 oeiiiinien, Hilfssatz
Z,7' Zerlegungen, Z' enthilt p Teilpunkte. If(x)I<k
MHUZ)<UEZuzZHY<U@Z)+2pklzZ
2) O(Z)20(ZwZH)>20Z)-2pklZl
3) U(Z) £0O(Z"), insbesondere sup U <inf O
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313 i Bemerkung
T = { (x,y) | a<x<b, 0<y<f(x) }
,Flacheninhalt”, wenn sup U = inf O =: m(f)

314 .oiiiiinnen, Satz
I=[a,b], feR. => V &>03Z mit O(Z)-U(Z) < . Insbesondere sup U =inf U = L] L fdx
Beweis: ---

K2 8 Bemerkungen

feB heilit R-Integrabel <=> V >0 37 mit O(Z)-U(Z) < e.

Setze R-J " f(x) dx := sup U = inf O.

=> LEBESGUESches Integrabilititskriterium fiir R-Integrale:
feR <=> feBund Ve>03Z mit O(Z)-U(Z) < &.

316 ....cceen..... Satz
feR, (Z,) Zerlegungsnullfolge. => lim U(f,Z,) = lim O(f,Z,) = lim S(f,Z_,E™) = | * f(x)dx
Beweis: Einschachteln nach 31.2, BoLzaNo-WEIERSTRASS, z.Z., daf} alle Teilfolgen hiergegen

§32 ........ Uneigentliche Integrale

K77 Definition
f:[a,0), V t fel(a,t)
f uneigentlich intbar iiber [a,0) <=> Jlim
Schreibweise: [ 2~ f(x) dx.

Zu unterscheiden von | . f(x) dx fiir fel.(a,e0), Approximation durch Treppenfkt.

J Hf(x) dx.

()

Analog: (-eo,b], [a,b), (a,b], (a,b) [c dazwischen annehmen]

322 Liiiiiiienns Beispiele
Jrax*dx = {x"*/1-o. Inx} |} =>t—seo ], 1/x*dx = 1/(a-1) bei o>1 konvergent
f[‘ 1/x% dx. t—=0+ => Lol 1/x*dx = 1/(1-a) fiir o<1 konvergent

323 it Bemerkungen
f, g iber [a,00) uneigentlich intbar.
=> Auch iiber [b,~), b>a uneigentlich intbar
=> of + f uneigentlich intbar (Linearitit)
=> Ordnungserhaltung

K2 Satz ,,CaucHysches Konvergenzkriterium*
J, 7= fdx konvergent <=> V e>0 Jt=t(e)>a, | ,2fdxl<e Vi, >t
Beweis: Setze F(t):=fal f dx, dann lim F(t) betrachten

325 ceiiiiiiienns Beispiel
Jo'm sinx/x dx konvergent, Partiell integrieren und abschétzen
RYX S Definition

Absolute Konvergenz
Beispiel: Jo'm sinx/x dx nicht absolut konvergent
327 iiiiiiinann Satz
Absolute Konvergenz => Konvergenz und verallg. Dreiecksungleichung

328 iiiiiiinienn Majoranten- / Minorantenkriterium
f,ﬁ” g dx konvergent, f,ﬁ”h dx divergent, =>
Ifl<g auf [a,00) => f,ﬁ”f dx absolut konvergent. Ifl>h auf [a,00) => f,ﬁ”f dx divergent.
Beweis: Wie 13.4
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329 iiiiiiinien. Integralkriterium fiir Reihen &S
f: [m, o) positiv, monoton fallend, meN.

Z._. f(k) und | . f(x) dx dasselbe Konvergenzverhalten

Beweis: f(k)>f(x)>f(k+1) V xe[k, k+1]. => 1-f(k) [ f(x) dx > 1 - f(k+1) =>
Z_ k) 2] " x)dx > E,_ " fk+1) =2, " f(k) ¥V n>m
% f(k) konvergent => | . monoton und beschriinkt => Konvergenz
J .7 f(x) dx konvergent => X monoton und beschrinkt => Konvergenz

3210 ...onennnns Bemerkung
Die Sitze auch auf die anderen Formen der uneigentlichen Integrale iibertragbar.
3211 e, Satz ¢

Frage: Zusammenhang zwischen uneigentlichen Integralen und L-Integralen?
Uneigentliches Integral ist L-Integral <=> Absolute Konvergenz

Beweis:

=>: I:=[a,00). feL(a,t) V t>a. feL(I). => IflL(I). => | 'Ifl dx <[~ Ifldt => Monotoniekrit.
=>3lim | 'Ifidx => Absolute Konvergenz.

<=:] 2" f(x) dx abs. kov. => | 'Ifl dx <] > Ifl dx. =>29.5, Intervallausschépfung => feL(I)

.................. Beachte

Damit die Moglichkeit, L-Integrale iiber unendliche Intervalle oder Intervalle, wo die
Stammfunktion nur auf Innerem existent, zu berechnen.

K778 /R Beispiele
Jah sinx/x konv., aber nicht absolut => auf [0,o0) nicht L-Intbar (Beweis: Summe iiber 7-
Interv.)
Beachte: Produkt L-Intbarer Funktionen nicht notwendig L-Intbar (1/\/ X), keine Funktionenalgebra!

§33 ........ MeBbare Funktionen
KX 78 Definition
f auf I meBbar <=> 3 Folge von Treppenfuktionen (¢p,) mit ¢, —f
332 i Satz
LcM, L#M.
Beweis: f=g-h. Gegenbeispiel: f(x)=1 auf [0,e0).
333 cieirennnn. Satz é

feM(), geL(), Ifi<g. => feL(I) Beweis: ¢, € L(I). ¢,—f f.ii. 29.9 Majorisierte Konv.
Insbesondere: feM(I), IfleL(I) => felL()

334 .oiiiiiennnn Satz
M() ist Funktionenalgebra.
Bzgl. max, min, -*, -, || abgeschlossen. Beweis durch Grenziibergang bei Treppenfkt.
335 i Satz
fe M, f20 fi. => g={1/f, bel.beif=0}eM
336 ceiiiiiinnnn Satz
feM, f —>ffi. => feM
337 i Satz

feM, geC(R) => gofeM. Insbesondere IfI’ € M, p>0

338 it Bemerkung
Alle normalen Funktionen, leicht auf Intbarkeit zu priifen.
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§34 ........ LP-Raume
341 ....ceeeen.... Definition

LP@) :={ feMd) | IfI" e L(I) }
342 ..oevvennn... Satz

LP(D) ist linearer Funktionenraum
Beweis: Summe wieder mefbar. [f+gI<Ifl+gl<2 max{ fl,Igl } => If+gI’< 2Pmax(IfI°, Igl”)

343 ieiiiinaen. HovperscHE Ungleichung &S
p.g>1, Up+ 1/q = 1. feL’(I), gel(I) => I, fg dxI < JIfgldx < (J, Ifirdx)"P-(J, Igldx) "
Beweis: ---, genauso wie fiir Summen

344 ..oiienn.en. Minkowskische Ungleichung &S

(I If+gPdx)" < (J, IfIPdx) " + (], IglPdx)"?
Beweis: p=1: Dreiecksungleichung. p>1: Folgt aus HOLDER.
.................. Beachte
L1 : L(D—R: Ifll) 2= (J, If* dx)"? ist Halbnorm.
(1) I1fil,20. 11fll =0 <=> {=0 f.ii.
(2) ol = Tout 11
(3) lit+gll, <lifll + ligll, Dreiecksungleichung, Minkowski
Zur Norm fehlt: lIfll =0 <=> f=0 iiberall. Gilt fiir stetige Funktionen.
Aquivalenzrelation auf L°(I): f~g <=> f=gf.ii.
345 iiiiiiiien. Vereinbarung
In LP(I)-Theorie alle Funktionen einer Klasse identifizieren. LP(I)=LR aller Aq.-Klassen
=> IIfll ) wird Norm

346 ..oiiiininn. Hilfssatz
g, LD, Z_" lig,ll. <o (konvergent). => Js € L*(I), lim lls-Zg Il =0
=>s=2g im Sinne der L"(I)-Norm.

Beweis: ---
347 ceieininnn... Satz
Caucny-Konvergenzbedingung im LP(I)
348 .iiiiiininnn Bemerkungen, Spezialfall ,,p=2¢ &S

f,g e LXI) =>f-g € L'(I)=L(I) nach HoLper. => 3| fg dx.

Abbildung L2xL.2—R, (f,g)—(flg) :=] fg dx ist Innenprodukt, Skalarprodukt auf L2.
Erzeugt die II-Il,-Norm: IIfII2:=\/(fIf).

I(fig)l < 1ifll, ligll,, CaucHy-Scuwarzsche Ungleichung (CSU)

(L2, (:I-)) ist Innenproduktraum und wegen 34.7 (CaucHy) ein HiLBERT-Raum.

Kapitel IX. Normierte Lineare Rdume, der R’

§35 ........ Topologische Grundlagen

351 .ovviinnnnn. Definition
p-dimensionaler Euklidischer Raum. Addition, skalare Multiplikation => R” Vektorraum
Innenprodukt, Norm [I-ll, (EukLib-Norm), Orthogonalitiit, Einheitsvektor, kanonische Basis
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352 iiiiiiiiiinns Bemerkung

Spalten-Notation
353 iiiiiiinien Eigenschaften des Innenproduktes

x-x20 fiir x£0. (0x+Py)z = a(xz) + P(yz), x0=0, Ixyl<Iixll, llyll, CSU
K Eigenschaften der Euklid-Norm

(1) Iif11,20. 11f1l,=0 <=> {=0 f.ii.
(2) llofll, = lod 1111,
(3) llf+gll, < Iifll, + ligll, Dreiecksungleichung, CaucHy-Scawarzsche Ungleichung
355 ciiiiiiinienn Definition
E Vektorraum iiber Korper R mit Abbildung II-Il mit obigen Eigenschaften =>
Normierter Linearer Raum

35,6 coiiiiiiinnns Beispiele
(R, 1111, (Cla,b], I111), (L2, 111, II-IIP:(JIIﬂ"dx)”", R, I-).
357 iiiiiiininns Definition

U.(x) = {y | lix-ylle } e-Kugel
Beschrinkte Menge: S < U (0)
Folge, Caucny-Folge

358 ciiiiiiinannn Satz
Konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert
359 iiiiiiinnnn Satz
Konvergente Folge ist beschrinkt
3510 .oeeennnnn.. Satz
Jede Teilfolge einer gegen x konvergenten Folge konvergiert gegen x.
KT B Satz
Linearitét des lim.
3512 ceennen. Definition ¢

NLR E heif3t vollstindig bzw. BanacH-Raum <=> Jede Cauchy-Folge aus E konvergiert ge-
gen ein Element von E

3513 eeenennnnn.. Beispiele é
Fast alle bekannten NLRs vollstdndig, bis auf (C[a,b], II-Il,)
3514 ............ Hilfssatz

(x™) Folge, bzgl. IIll, beschrénkt. => Teilfolgen (x™), die komponentenweise gegen GW.
=> Konvergenz gegen GW bzgl. jeder Norm (Abschitzen durch 1-Norm)

3515 ..ceveennn.. Hilfssatz
Il bel. Norm => F o, >0 mit allxll, < IIxIl < BlIxIl,.
35.16 ............ Definition

Normen dquivalent <=> Allxll < llIxIll < wlixll

Aquivalente Normen erzeugen selben Konvergenzbegriff. lim lix -xll=0 <=> lim lllx -xlI=0
3517 ceiininnnnn. Satz

(a) Alle Normen auf RP dquivalent

(b) Normkonvergenz gleichbedeutend mit komponentenweiser Konvergenz

(c) R? bzgl. jeder Norm BanacH-Raum

Beweis: (a) o lIxll, < lIxIl < B,lIxll, und o, lIxll, < llIxlll < B,lIxll, zusammenbauen.

(b) nach Maximumsnorm, (c) II-ll => |I-ll_ => Komponentenweise zusammensetzen
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RETH b J Satz ,,BorLzaNO- WEIERSTRASS &S
Jede beschrinkte Teilfolge in R” besitzt konvergente Teilfolge.

Beachte: Nicht in beliebigen normierten Rdumen!

3519 ............ Definition
Punktierte e-Umgebung, innerer Punkt, Offene Menge, Abgeschlossene Menge, Haufungs-
punkt, Abgeschlossene Hiille, Isolierter Punkt, Rand, Randpunkt

3520 ........n... Satz

S abgeschlossen <=> H(S) S <=> S =S Abschluf}
3521 ..oeenenn... Satz

e-Umgebung offene Menge
3522 ..aeeen... Satz

Vereinigung [Durchschnitt] beliebig vieler offener [abgeschl.] Mengen offen [abgeschl.]
Durchschnitt [Vereinigung] endlich vieler offener [abgeschl.] Mengen offen [abgeschl.]
Endlich: Durchschnitt offen, Vereinigung abgeschl. Beliebig: Durchschnitt abgeschl., Vereinigung offen.

3523 ciiiiinnn Satz
Es gibt immer Folge, die gegen Hiaufungspunkt konvergiert.
3524 ....ieennnt Bemerkung

Nur ,,puntierte e-Umgebung® Normabhingig!
3525 ...l Satz ,,BorLzaNO- WEIERSTRASS

Jede unendliche, beschrinkte Teilmenge S < RP besitzt mindestens einen Haufungspunkt
3526 ............ Definition

Durchmesser d(M) := sup{ lIx-yll }

3527 ciiiiiininnn Schachtelungsprinzip
... €M, c M, Folge nichtleerer abgeschlossener Teilmengen mit lim d(M,) =0 => 3 genau
ein x aus Durchschnitt

3528 cieiiinnnnn Definition
Offene Uberdeckung, Endliche Uberdeckung, Kompaktheit
3529 ...iiiiinnns Beispiel

Abgeschlossener Quader kompakt.
Beweis: Schachtelung, irgendwann Widerspruch zur e-Umgebung.

3530 coininnnnn Satz
Kompakte Menge notwendig auch abgeschlossen und beschrénkt.
3531 ceeenennn. Satz ¢

M kompakt <=> M abgeschlossen und beschrinkt <=> Jede Folge aus M besitzt konver-
gente Teilfolge mit Grenzwert in M

Beweis: ---
§36 ........ Stetige Abbildungen normierter linearer Rdume
361 ......innnnn Beispiele
L()—R: Ax:=[ " x(t)dt
E—R: Ax :=Ixll
Matrixprodukt
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362 .iiiiiiinnnn Definition
A an x, (Haufungspunkt) Grenzwert <=> Jy, mit V >0 3 5>0 mit lIAx-y,ll<e.
363 .ooiiiiiinnns Beispiel
Grenzwert des Integrals
364 ..oooniennn. Satz
Teilfolge gleichen Grenzwert
365 ..iiiiiininn, Folgenkriterium
A an x, (Haufungspunkt) Grenzwert <=> Fiir jede gegen x, konv. Folge konvergiert (Ax,).
366 ..oiiniinnnn Satz

Linearitdt des Grenzwertes.
In R (angeordnet) auch Ordnungserhaltend!

367 ciiiiiiinnnn Definition
Stetigkeit: IAx-Ax,|l, Stetigkeit auf S, GleichmiBige Stetigkeit
36.8 ...iiiiinnntn Beispiele
Norm ist stetig, Integral glm. stetig
369 .iiiiiiinnnn Satz
A in x stetig <=> Fiir jede gegen x, konvergente Folge gilt Ax, — AXx,,
36.10 ............ Satz
Stetigkeit linear.
36.11 ............ Satz
Verkettung stetig, bei entsprechender Wahl der Definitionsbereiche.
36.12 ............ Definition &\,\é
Teilmenge O S S-Offen <=> V xeO Fe>0mit U, (x) nS <O
3613 ............ Satz
O S-Offen <=> Foffene Menge G mitO=G N S
36.14 ............ Satz &\,\é

A stetigin S <=> Urbild A"'(G) jeder offenen Menge G stets S-Offen.
Beweis: =>: xeA(G) => AxeG. U,cG => A(Uy(x)NS)cU, (Ax) => Uy(x)NS cA"(U,(Ax))

c
A(G) <=: xeA(U (Ax)) => Uy (x)NS c A™(U_(Ax)), da S-Offen. => A(Uy(x)"S)
U, (Ax)
3615 ............ Satz Ansage! *

Stetiges Bild kompakter Menge kompakt
Beweis: Sei endliche Uberdeckung gegeben. => A"(G,) S-Offen => J offenes O mit
A(G)=0nS => ScA'(UG) =U A'(G) => Endlich viele reichen, da S kompakt =>
A(S) c U A(ONS) c U G, da A(A'(G))G..

3616 ............ Spezialfall p=1
Stetige reellwertige Abbildung mit kompaktem Def-Bereich besitzt Max.- und Min-Stelle

3617 ..ouennnn.. Satz
Stetige Abbildung auf kompakter Menge glm. stetig.

3618 ............ Satz ,,Banacuscher Fixpunktsatz‘ &S
A kontrahierende Selbstabbildung, d.h. IAx-Ayll < q lIx-yll mit q fest, 0<q<1.

=> A besitzt genau einen Fixpunkt, d.h. Ax=x. Durch Iteration zu bestimmen

Beweis: lIx,-x Il = IAX -Ax ll < q lIx;-xll. lIx,-x I =11 Z(x,,-X,,;.) | < q7(1-q) IIx,-x,/l CF.
=> (x,) ist CF =>lim x =x € S, da BaNnacH-Raum. A stetig => Ax=lim Ax =lim x_, =X
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3619 ............ Stetige lineare Abbildungen &S
A beschriankt <=> lIAxII<k lIxll ¥V x. Achtung! Zwei verschiedene Normen!

Beachte: => A LipscHiTz-stetig und somit glm. stetig

36.19.1 .......... Satz ¢
A stetig <=> A beschrinkt

Beweis: <=: s.0. =>: Indirekt. Ann: A nicht beschrinkt => V n 3 x,, IAx Il > nllx II. Sei
y=1/n-x /lIx Il = 0. =>llAy Il = 1/nllx |l - IAX || >1, Widerspruch zur Stetigkeit!
36.19.2 .......... Satz und Definition
Abbildungsnorm von A: llAll:=inf{ k>0: IAxIl <klIxll ¥ x}. Norm auf L(E,F):=
Linearer Raum aller stetigen/beschrinkten linearen Abbildungen A: E—F
=> lIAll = sup{ IAxII | lIxlI<1} = sup{ IAxI/IIxIl, x#0}
Beweis: (a) Normaxiome nachpriifen! (b) Gegenseitiges Abschitzen: [|AlI>M,=M,2lAll

36.19.3 .......... Beispiel
Ax=[ " x(t)dt linear und stetig. IAxI<[ ® Ix(t)ldt = lIxll, => IAII<1

§37 ........ Stetige Funktionen aus R° nach R°

.................. Schreibweisen
f.: k-te Komponentenfunktion. Konvergenz <=> komponentenweiser Konvergenz.

R 7/ R Satz
lim f(x)=b=(b,,...,b,) <=> lim f,(x)=b,.

372 i Satz
fstetigina <=> f, stetigina <=> V &>0 39 If(a) - f{(x) | <& mit Maximumsnorm
373 it Beispiele

Koordinatenfunktionen (Projektionen) stetig

Xy/(x2+y?) stetig bis auf (0,0). Folgenkriterium, (1/n, 1/n)—0, f(1/n, 1/n)=0. Aber in (0,0)

bzgl. jeder Verinderlichen partiell stetig! &
374 ..oevniennnn Satz

Jede lineare Abbildung A: R*—RY ist stetig.

Beweis: IAXII < Ix [ lAe I + ... + Ix, lAe Il < (max llAell) lIxIl, =k lIxIl,
375 e, Normkonvergenz in JE(R",R“)

(Z(RP,RY), II-I Abbildungsnorm) ist NLR.

Isomorphismus: Abbildungsmatrix zeilenweise in eine Zeile

Norm auf £(R",R%) auch Norm auf R**=> Auf Z(R’,R%) alle Normen dquivalent

Kapitel X. Differentialrechnung im R°

§38 ........ Partielle Ableitungen

381 ..eiiiiinnen. Definition
fin a partiell nach x, diffbar <=> Partielle Fkt. x, —>f(a,,...,a, ;,X,,8;,,,--.,a,) in x,=a, diffbar.
Bezeichnung: o, = D, f(a) = df/dx, (a) = df(a)/dx, =f (a) partielle Ableitungen
f partiell diffbar auf S <=> D,f(a) ex. V a, V k.
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.................. Bemerkungen
S offen =>3U,(a) c S (bzgl. Il e-Wiirfel) => Partielle Funktion in e-Umgeb. def.

382 .oiiiiiiinnns Beispiele
f(x)=lIxll, diffbar.
383 iiiiiiinann Definition
f 2mal partiell diffbar.
Bezeichnung: DD, f(x)
Induktion: Partielle Ableitungen k-ter Ordnung
k-mal stetig partiell diffbar

384 ............. Satz von SCHWARZ &S
f e CX(S). => D,D/f(a) = DD, f(a)
Beweis: --- 2 Seiten

385 ciiiiiiiienns Folgerung

Fiir f € CX(S) sind die partiellen Ableitungen der Ordnung <k unabhingig von der Reihenfol-
ge der Differentiation

386 ..oiiiinnnn. Definition
Vektor grad f(x) := (Df(x), ..., D,f(x)) Gradient von f im Punkt x
387 ceiiiiiiienns Geometrische Interpretation

Graph von f: RZ—R als Fliche. D,f bzw. D,f geben Steigung der Tangentialebene in x bzw.
y-Richtung an.

§39 ........ A'\'nderungsverhalten von C’-Funktionen

.................. Allgemeines, S=R2, f: SR

h=(h,,h,), Ilhll_<¢ => a+h € U (x)cS.
Af := f(a+h)-f(a) = (f(a,+h,,a,+h,) - f(a,,a,+h,)) + (f(a, ,a,+h,) - f(a,,a,))
Beide aus U (a). => 3 stetig diffbare Fkt. x, >1(x,,a,+h,), x,—>f(a,,x,). MWS 21.4 auf beide
angewandt => Af = D f(a)h, + D,f(a)h, + r(h,,;h,). => r(h)/Ihll,—0 => r(h)/Ihll—0
Allgemein: Af=D,f(a)h, + ... + D f(a)h, + r(h), r(h)/Ilhll—0.
Noch allgemeiner: RP—R":

391 .oiiiiineen. Satz
ScR?, offen. f: S—»R* C'-Fkt.. A=(D f,(a) ... ... ... D, f(a)), (q,p)-Matrix. => f(a+h)-f(a) =
Ah + r(h) mit r(h)/Ilhll—0

302 L.iiiiiienns Geometrische Interpretation
Gleichung der Tangentialebene an einem Punkt mit Fehler r(x-a). r(x-a) im Vergleich zu
[Ix-all klein.
D f(x,-a,) + D,f(x,-a,) - (x;-a,)=0. Normalenvektor n:=(D f, D,f, —1)/\/((le)2+(D2f)2+1)

§40 ........ Differenzierbare Funktionen

401 ....oiiinen. Definition
f in Punkt a diffbar <=> 3 (q,p)-Matrix A mit f(a+h) - f(a) = A h + r(h), r(h)/Ilhll—0

Analysis 11 Seite 14 von 22
Prof. Mertins, WS 1995 Wilko Hein, Last change: 04.04.1996




Ana-I1

402 ...ieeennn. Satz und Definition
fin a diffbar => Jede Komponentenfunktion in a nach allen p Variablen diffbar.
(q,p)-Matrix eindeutig bestimmt (JacoBi-Matrix, Funktionalmatrix von f): Ableitung von f
Beweis: Jede Komponentenfunktion darstellen, t-e, =: h. o,:=D,f(a) eindeutig

403 ..iiiiiienns Bemerkungen
(a) d eindeutige bijektive Abbildung zwischen Matrix und Linearer Abbildung
(b) Ableitung f '(a) fiir jedes a eine lineare Abbildung. lIf '(a) hil < lIf '(a)ll Ihll nach 36.19

404 ....oo..n.ne Satz
f diffbar in a => f stetig in a
Beweis: lIf(a+h)-f(a)ll < IIf '(@)hll + lir(h)!l < (IIf ‘(@)1 + lie(h)lI/1Ihll) 1Thil <M [Thil - 0

405 ..oiiiiinien. Satz (Hinreichendes Kriterium fiir Existenz der Ableitung
f diffbar auf S <= f e C'(S, R9)
Beweis: 39.1.
Kriterium nicht notwendig. Existenz der Jacosi-Matrix bedeutet keine Diffbarkeit -

nur, dafl Komponentenfunktionen partiell diffbar. &S
406 .....o0vneen Verfahren zur Untersuchung der Diffbarkeit

Jacobi existiert und

r(h):=f(a+h)-f(a)-J(a)h — 0
40.7 .oiiiiiinnnn Beispiele

f(x)=c => f'(a)=0 Nullmatrix

flinear => f'(a)=A=J(a), f'(a)=f

Beachte: f'(a): R =R x—>f'(a) x

f': R°—-I(R°RY), asf'(a)

408 ...iiiininn. Spezialfall ,,p=1, qeN*“

Aquivalente Aussagen:

(a) f in a diffbar

(b) Jede Komponentenfunktion in a diffbar

(c) lim ((f(a+h)-f(a))/h existiert (heR beachten! Nur daher Differenzenquotient!)
409 .overrnennn.. Spezialfall ,,peN, q=1¢ é"

f'(a) = (D,f(a), D,f(a), ..., D,f(a) ) =t A lineares Funktional

Vereinbarung: f '(a) = grad f(a) Spaltenvektor. grad f: S— RP ist Vektorfeld

Beachte: grad f(a) kann existieren, ohne daB f in a diffbar ist!

Bezeichnung: dx = (dx, ..., dx,) Differential der unabhéngigen Verinderlichen

df := (grad f(x)) - dx = Z D/f(x) - dx; das totale Differential von f an x,

Approximiert das Inkrement beliebig gut, wenn nur lldxll hinreichend klein

4010 ............ Satz und Definition
Abbildung f": x—f'(x) € Z(RPRY) stetig <=> f e C'(S,RY)
Beweis: Folgenkriterium.

§41 ........ Differentiationsregeln

411 ..ooeeeen... Satz
Linearitat der Differentiation
Beweis: Uber Inkrement- und Restbetrachtung
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412 ..iiiiiian.. Satz , Kettenregel*
g diffbar in x, f diffbar in y=g(x). => fog diffbar in x mit (fog)'(x)=f '(g(x))-g'(x) Matrixprod.
Beweis: (fog)(x+h) - (fog)(x)=f(g(x+h))-f(g(x)) = f '(g(x))-(g(x+h)-g(x)) + r(g(x+h)-g(x))
Dabei g(x+h)-g(x) = g'(x)-h + r,(h). Dann Restbetrachtung

413 ..eiiiian.. Spezialfall ,,p=1, qeN, r=1¢
(fog)'(x) = (D,f(g(x)), ..., D f(g(x))) - (g,'(X), .., g,'(x))
414 .....coenn... Spezialfall ,,p,q € N, r=1¢
415 eeeirnennnn. Satz é

f, g: S—R diffbar.
(a) => f-g diffbar mit (fg)'(x) = f(x)g'(x) + g(x)f '(x)
(b) g(x)#0 => /g diffbar mit (f/g)'(x) = ((g(x)f '(x) - f(x)g'(x))/g2(x)
Beweis: F: RZ—>R, F(y,y,):=y,y,.- G: R"—>R?, G(x):=(f(x),g(x)). =>fg = FoG
=> (fg)'(x)=F '(G(x)) - G'(x). Dabei F'(y) = (y,,y,), G'(x)=(D,f(x), ..., D,f(x) \n, D g(x),
D,2(x)) = (f(x) g(x)). => Beh.
. Definition
v Richtungsvektor, IIvil,=1
Falls existiert: D f(x) := df(x) / dv = lim (f(x+tv)-f(x))/t Richtungsableitung
A7 i, Satz é
fin x diffbar => 9 Richtungsableitung fiir jeden Richtungsvektor.
D f(x) =f'(x) v=v - grad f(x)
Beweis: (f(x+tv)-f(x))/t = (f '(X)tv + r(tv)) /t = '(X) v + r(tv)/t = £ 'X)v +r(tv)/lievll, — £'(x)v
41.8 ..iiiiiinnns Bemerkung &S
D, f(x)I =1 (grad f(x)) - v 1 < (CSU) ligrad f(x)Il, llvll, = ligrad f(x)II,
=>v, = (grad f(x)) / ligrad (x)Il, Richtungsvektor mit D, f(x) = v, grad f(x) = ligrad f(x)Il,>0
=> grad f(x) Richtung des stdrksten Anstiegs
.................. Beachte
Aus Existenz aller Richtungsableitungen folgt nicht die Diffbarkeit! (Ub. 111)

§42 ........ Mittelwertsétze

421 iiiiiiininnn Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen &S
f: SR, x+theS (0<t<1). f db. auf S. => 38 € (0,1), f(x+h)-f(x)=f'(x+8h)-h=h-grad f(x+3h)
Beachte: If(x+h)-f(x)| < (CSU) ligrad f(x+3h)ll, Ihll,.
Beweis: g(t):=x+th, g'(t)=h. => F:=(fog), F '(t)=f '(g(t))-g'(t)=f'(x+th)-h = h - grad f(x+th)
MWS 21.4: 358 € (0,1), F(1)-F(0) = f(x+h)-f(x) = F '(8)-1 = h grad f(x+5h)
.................. Bemerkung
Fiir vektorwertige Funktionen gibt es keinen solchen Satz!
Jede Komponente einzeln, aber i.A. nicht zusammenfaf3bar.
422 iiiiiiiniens Definition und Satz
f: [a,b]>R? komponentenweise R-Intbar, Zwischenvektor Z, Zwischenvektor 1.
=> S(f,Z1) .= Z f(t) (t-t,,) €R*RiIEMANN-Summe von f. Zerlegungsnullfolge => Kompo-
nentenweise Integration.
Beweis: Normkonvergenz <=> komponentenweiser Konvergenz.
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423 i Folgerung
[a,b]>L(R?, RY), t— (o)
A matrixwertige Funktion (¢'s sind Funktionen von t, einzeln R-Intbar)
= A(tdt=]} (o, (D)dt = (Jp o, (t)dt), komponentenweise Integration
Beweis: £(R”, RY) isomorph zu R™.

424 ...oiiiinnnn Bemerkung
JPA@Mt)hdt =...=({A®t)dt) -h
425 iiiiiinien. Satz ,,Dreiecksungleichung

[a,b] R stetig. => IIf " f(t)dt Il <[ * (DIl dt
Beweis: Uber RiEMANN-Summe, dort Dreiecksungleichung

™~

426 ..oiiiiininn MWS fiir vektorwertige Funktionen &‘
f: S—RY C!-Funktion. x, x+th € S bei 0<t<1. =>

f(x+h) - f(x) = (J o f'(x+th) dt) - h.  (q,p)-Matrix auf h angewandt
Beweis: ¢;: [0,1]—=R, @,(O)=f,(x+th). => f,(x+h)-f,(x)=0,(1)-0,(0) = J o o/ = J o (f'(x+th)-h)dt

427 eiiiiiinns Folgerung
M:= sup,, Il f '(x+th) Il < oo Abbildungsnorm. => [lf(x+th)-f(x)/l <M Ilhll
428 e, Definition é

S zusammenhingend (Je zwei Punkte durch Polygonzug verbindbar)
Gebiet: Offen und zusammenhéngend
Konvex: Alle Verbindungsstrecken innerhalb.

429 ..ol Satz
S Gebiet, f: S—»R* mit f '(x)=0 V x. (d.h. alle partiellen Ableitungen existieren und =0)
=> f konstant auf S
Beweis: Polygonzug, fiir jeden Abschnitt MWS.
4210 .....oennnns Beispiel
f(x,y)= arctan(x/y) + arctan(y/x)

§43 ........ Satz von TayLor

431 ..eiiiiininnn Satz von TayLor
S c R?, S offen, f € C*'(S,R). x=(x,.X,), h=(h,h,), x+th € S bei 0<t<l => 3§, 0<d<1 mit
f(x+h) = f(x) + Z,_," I/V! (h,Dy+...+h D )(x) + 1/(n+1)! (D +...+h D) f(x+3h)
Beweis: Nur fiir p=2 gezeigt. o(t):=f(x+th). Induktion: ™(t)=(h,D,+h,D,)"f. Dann TAYLOR.

.................. Spezialfall ,,n=0¢
=>MWS 42.1
432 iiiiiiinien, Spezialfall ,,p=2¢
f(x+h,y+k) = f(x,y) + h D f(x,y) + k D,f(x,y) + 1/2 .... (Binom)
433 eiiiiiiien. Spezialfall ,,p=3¢
434 ..oiiiiininn. Satz

f € C%(S,R). U=U,(x) mit UcS.
=> V h mit x+h € U: f(x+h) = f(x)+f '(x)-h + 1/2 Zj’k:lpDjDkf(x)hjhk + IIhi*p(h)
Quadratische Form mit p(h)—0

Beweis: Taylor fiir n=1. Von Summe Rest abspalten: R(h), R(h)/Ilhll,>—0. p(h)=R(h)/Ilhll2

Analysis 11 Seite 17 von 22
Prof. Mertins, WS 1995 Wilko Hein, Last change: 04.04.1996




Ana-I1

§44 ........ Implizite Funktionen

.................. Problemstellung
Isobaren. Wann gibt es zu jedem x € Uy(a) genau ein y € U (b) mit F(x,y)=c?
=> F(x,f(x))=c. f auf Uy(a) implizit durch F(x,f(x)) definiert.
Bezeichnungen: x- und y-Vektor iibereinander, € R”*. Kartesisches Produkt von G und H
G,H offen => GxH offen

4.1 ....o..een... Definition
F: GxH—RY, C', GER?, HCR!
Gleichung F(x,y) auf G nach y auflésen <=> Finde f: G—R" mit F(x,f(x))=0 V xeG
In Komponentenschreibweise: Fl(xl,...,xp,yl,...,yq):O, e Fq(xl,...,xp,yl,...,yp)zo.
q Gleichungen fiir ¢ Unbekannte, (nicht unbedingt lineares) Gleichungssystem
Hier q Funktionen f: G—R zu finden.

442 .iiiiiinien, Satz iiber implizite Funktionen, Spezialfall ,, p=q=1*
P:=(a,,a,)x(b,,b,) — RZ ein Rechteck. F: PR C'-Fkt. 3 (a,b)eR mit F(a,b)=0, D,F(a,b)20
(a) =>3U=Uy(a) c (a;,a,), V=U (b) < (b,,b,),
genau eine stetige Fkt. f: U—V mit f(a)=b, F(x,f(x))=0 V xeU.
Fiir jedes feste x€U ist f(x)eV die einzige in V liegende Lsg. von F(x,y)=0
F(x,y)=0 ist im Punkt (a,b) lokal nach y auflosbar, f implizit gegeben
(b) =>f: U>V in aeU diffbar, f'(a)= - D,F(a,b)/ D,F(a,b).
f '(a) berechenbar, ohne f explizit zu kennen
Beweis: 0=F(x,f(x)) im Punkt a nach Kettenregel diff. =D ,F(a,b)1 + D,F(a,b)f '(a)
(c) F: P-R C*Funktion =>3U,=U;,(a) c U mit f: U,—R ebenfalls C*-Funktion
Berechnung wie oben. Produkt- und Kettenregel
Beweis: Siehe 46.4

443 .ooiiiiiienns Beispiele
Nicht explizit auflosbare Funktion. Nur Maxima/Minima erfaf3bar.

.................. Allgemeiner Fall
F: GXH—-R%: (X y) = F(X},00 XY 5000y, C'-Funktion
Setze D,F := (JF /dx, ... dF/dx, ..., IF/dx, ... dF /dx)) (q,p)-Matrix
Setze D,F := (dF /dy, ... dF /dy,, ..., IF/dy, ... dF./dy) (q,q)-Matrix, € L(RR?)

det( D F(x,y)) # 0 <=> D F(x,y) bijektiv => invertierbar
44 ......co..nen Hauptsatz iiber Implizite Funktionen
F: GxH—R" C', aeG, beH Vektoren mit F(a,b)=0 und DyF(a,b) an Stelle (a,b) invertierbar.
(a) =>3U=Uya) c G, V=U,/(b)cH,
genau eine stetige Fkt. f: U—V mit f(a)=b, F(x,f(x))=0 V xeU.
Fiir jedes feste x€U ist f(x)eV die einzige in V liegende Lsg. von F(x,y)=0
F(x,y)=0 ist im Punkt (a,b) lokal nach y auflosbar, f implizit gegeben
(b) =>f: UV in aeU diffbar, f'(a)= - (DyF(a,b))'l - D F(a,b).
(c) F: P->R C*Funktion =>3U,=U;,(a) c U mit f: U,—R ebenfalls C*-Funktion
Beweis: Mit Banacuschem Fixpunktsatz. D:=D F(a,b). F(x,f(x))=0 => D'F(x,f(x))=0
=> f(x) - D'F(x,f(x)) = f(x) VxeU. => f Losung eines Fixpunktproblems
(Ag)(x):=g(x)-D'F(x,g(x))
4.5 ...oeenn... Praktische Bestimmung von f '(a)
Vorr. => D F(a,b) f'(a) = -D ,F(a,b) => (q,9) - (q,p) = (q,p) => LGS, q Gleichungen,
q partielle Ableitungen gesucht => CramERrsche Regel
Beachte: Auch durch Kettenregel, f auf U, diffbar nach 44.4
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446 ..oiiiinnnnn Spezialfall ,,p=2, q=1¢ (Niveau-Flichen)
C'-Funktion F: R*—R. F(x,y,z)=0 => 3 { mit F(x,y,f(x,y))=0?
=> 3 U, V wie oben, dort genau €in f C' auf U,.
f'(x,y) = (D, f(x,y), D,f(x,y)) = - (DF(x,y.f(x,y))"-(D,F(x.y.f(x.y), D,F(x,y.f(x,y)) =R - R%
Tangentialebene: ... => (grad F(x,,y,,Z,)) - (X-X,, y-¥,, 2-2,) =0.
¥ N Umkehrsatz
ScRP, f: S—»RP C!-Vektorfeld, f(a)=b
f'(a) invertierbar => 3 offene Umgebung W von a, V=U,(b) mit f: W—V bijektiv.
Umkehrfunktion g: VW von fl, dann ebenfalls C'-Fkt., g'(b)=(f '(g(b)))"'=(f '(a))".
Beachte: Nur lokale Umkehrbarkeit von f auf evtl. sehr kleiner Umgebung von A.
Idee: f(x)-y=0 nach x auflgsbar. F(x,y):=f(x)-y ist C', D F(a,b)=f '(a) invertierbar.
48 ............. Beispiel
449 ...oiiiineen. Satz
ScRP. f: S—RP C'-Vektorfeld. f'(x) fiir jedes xeS invertierbar
=> (a) f offene Abbildung, d.h. fiir HCS offen ist auch f(H) offen
=> (b) x—=IIf(x)ll besitzt kein Maximum
=> (c) f injektiv => 3 Umkehrfunktion f ', ebenfalls C'-Funktion (Beachte: f(S) offen!)
Beweis: (a) Umkehrsatz auf fl;: 3 offenes W mit f(W)=U (b) offen. f(W)cf(H)
(b) Ann.: aeS Maximalstelle, => lIf(x)lI<IIf(a)ll V x => lIf(a)llz0. Umkehrsatz => Umgebung
um a legen. (c¢) Umkehrsatz: Fiir jedes b lokal umkehrbar zu C', damit auch global

4410 ....ooiveen. Maximumsprinzip Ansage &S
ScR’ offen und beschrinkt. f C' auf S, auf AbschluB stetig. f '(x) fiir jedes xS invertierbar.
=> x—If(x)Il auf Abschluf} von S besitzt Maxiumum. Wird nur auf dem Rand angenommen
Beweis: Abschlufl kompakt. Stetiges Bild kompakt => Maximum. Nach (b) nicht im Inneren

§45 ........ Lokale Extrema

S Definition
ScRP, f: S»R. fin a lokales Maximum/Minimum <=> 3 Uy(a) mit f(x)</>f(a) V xeUyNS.
Gilt sogar f(x)</>f(a) auf punktierter Umgebung => Maximum/Minimum im engeren Sinne
452 ciiiiiiinnnn. Satz
f in a lokales Extremum und partiell diffbar nach allen p Variablen => grad f(a)=0
Beweis: g, definieren, alle fix bis auf eine Komponente. Extremum => g, '=0
Beachte: Nicht hinreichend. Kritische Stellen. Rand kann auch lokale Extrema enthalten!
453 iiiann.n. Definition
A symm. (p,p)-Matrix. Q,(x):=(A-x)-x = Zoyxx, durch A erzeugte quadratische Form.
positiv definit:  Q,(x)>0 V xeRP, x#0
negativ definit: Q,(x)<0 V x€R”, x#0
indefinit: Q,(x)<0<Q,(y) fiir ein paar (x,y)
N Hilfssatz
Symm. A positiv/negativ definit <=> 3 o>0 mit Q,(x) > o, lIxI* bzw. < -0, lIxI? V xeRP
Beweis: =>: Definiere Einheitssphire. Als Urbild von {1} kompakt und abgeschlossen. => 3
Minimalstelle a. 1/11xI2Q,(x)=Q,(x/lIxll) 2 o0 <=: III2>0, klar.
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455 ...oiiiien... Satz ,,ExtremwertKkriterium*
ScRP offen, f: S—>R C*-Funktion, grad f(a)=0 (bei a kritische Stelle).
Hi(a) := (D)D,f(a));, die Hessesche Matrix im Punkt a. (Symmetrisch nach ScHwArTz)
=> (a) H(a) pos. def. =>f in a lokales Minimum im engeren Sinne. (1-dim: f" >0)
=> (b) H/(a) neg. def. =>f in a lokales Maximum im engeren Sinne. (1-dim: f" <0)
=> (c) Hy(a) indef. => f in a kein lokales Extremum
Beweis: (f(a+h)-f(a))/Ilhl> nach TayLor. Restglied als quadratische Form auffassen, o aus
Hilfssatz wihlen, abschétzen.

456 ..oiiiininn Spezialfall ,,p=2¢
f: (x,y)—f(x,y) € R. C2-Funktion, grad f(x,,y,)=0.
A=det A=D 2{(x,y,) D,? f(x,,y,) - (D,D, f(x,,y,))?
(2) D,*>0, A>0 => f lokales Minimum im engeren Sinne
(b) D,*<0, A>0 => f lokales Maximum im engeren Sinne
(c) A<O => f kein lokales Extremum
Beweis: Definitheit priifen

45.7 coiiiiiiinnn Beispiele
§46 ........ Extrema mt Nebenbedingungen
46.1 ............. Definition

ScR®, f: S»R, g: S—»R? mit g<p.
f in a lokales Maximum/Minimum unter der Nebenbedingung g(x)=0
<=>a € M:={xeS: g(x)=0} und 3 Uy(a) mit f(x)</>f(a) V xeUd(a)nS~M
46.2 .....iiiiennn Beispiele
Temperaturverteilung im Raum. GréBte und kleinste Temp. auf vorgegebener Raumkurve.

46.3 ....iiiiinnns Bemerkung
Nebenbedingung liefert q Gleichungen. Manchmal einzeln explizit q Variablen berechenbar,
dann Extrema der neuen Funktion nach den restlichen Variablen suchen

464 ............. Satz ,,Lacrancesche Multiplikatorenregel*
ScRP offen, f: S—R und g: S—R* C'-Funktion, 1<q<p. f besitze bei a lokales Extremum un-
ter der Nebenbedingung g(x)=0. rang g'(a)=q.
=> 3%, Aok, mit f'(a) + Z_* A, g/(a) = 0. Die A: LacranGesche Multiplikatoren
Beachte: Als Gradienten interpretierbar, siche geometrische Veranschaulichung. Gradienten
parallel. Notwendige Bedingung!
Beweis: ---
465 ....iiiininn. Anwendung
- Gleichungssystem: g,(x)=0, ..., g,(x)=0.
D, f(x)+A,D,g,(x)+...+A D g, (x)=0, ..., D f(x)+1,D,g,(x)+...+A D, g, (x)=0
= XXy kl,...,kq bestimmen
- Fiir diese XpseeesX, auf Extremum priifen.
- Weitere x,...,x, nur Extremum mdglich, wenn g(a)=0 und rang g'(a) <q.
466 ........0.... Zur Existenz von Extrema mit Nebenbedingung
M, die Nebenbedingungsmenge, kompakt => fl,, besitzt Maximum und Minimum => f hat
unter der Nebenbedingung globale und damit lokale Extrema. Der kleinste/grofite Wert f(x)
aus obigem Verfahren ist Losung.
46.7 ...iiiiiinnnn Beispiel
R,(x):= (x - Ax)/ x-x RavLEIGHsche Quotient von A.
R,(x) = R,(0x) => Extrema auf Sphire S={ x-x = 1}. (Nebenbedingung)
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Zwischenwertsatz fiir Ableitungen (Betrachte G(x) := F(x) - Ax
Integrationsregeln durch Differenzieren
Jede offene Uberdeckung enthilt endliche Uberdeckung
<=> Abgeschlossen und beschréinkt (HEINE-BOREL)
<=> Jede Folge aus M besitzt konv. Teilfolge mit GW in M
Lipschitz-Stetig => GleichméBige Stetig => Stetig
Stetige Fkt. auf kompakter Menge ist glm. stetig
Treppenfunktionen, Linearitit, L* kein LR.
MWS der Integralrechnung
Hauptsatz der Integralrechnung
Endliches Intervall, m<f(x)<M. => m(b-a)<....<M(b-a)
feCla,b] kompakt, F(x)=/ Jf(tdt => Fdiffbarmit F'=f
Bedeutung: Auf Kompaktum L-Integral ohne GW-prozesse
Wachsende L+ -F-Folge, Int-Folge beschr. — L+, gliedw.
Beppo LEvi: Monotone L F-Folge, Int.-Folge beschr. -> L, gliedw.
L F-Folge, 2| JIEIdx konv. => Zf f.ii. gegen fel, gliedw.
Interv-Aussch., Int-Folge beschr. (nicht konv!) — L,
J bfdx=lim] *fdx
LeBesGUE: L F-Folge f.ii. konv, If |<gel => fel, gliedw.
Kleiner LEBesGUE: L F-Folge f.ii. konv, If |<M, I beschr. =>L,
aw.
Fartou: Nichtneg. L F-Folge f.ii.—f, Int-Folge bsr.=> L. nicht
gw.
F-Folge f.u. gegen f, Ifi<gel. => fel, nicht gliedw.
Glattungseigenschaft,
Partielle Integration
Substitution I: T kompakt, fel., geC' injektiv (g'#0).

=> ] f(x)dx =], fg()g'(Odt mit g(on=a, g(B)=b
Substitution II: I kompakt, feC, geC', g([a,pl)[a,b].

(g nicht notwendig injektiv, dafiir f stetig)
Zweiter Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung
I kompakt, F diffbar, F ' beschrinkt auf I. =>F ' €L,

F(b)=F(a)+/ JPF'(x)dx. Funktion aus Ableitung rekonstr.
f R-Integrabel: Ve>037Z, O(Z)-U(Z)< ¢
Absolute Konvergenz, Cauchy, Majorante/Minorante, Integral-
kriterium fiir Reihen, Zusammenhang mit L-Integralen
IJPfdxl<e Vab>t,
J 2 gdx konv, | " h dx div, Ifi<g: Abs. konv. h<Ifl div.
f positiv, monoton fallend.
Absolute Konvergenz.
If" € L. Linearer Raum
Hovpersche Ungleichung
Mmkowskische Ungleichung
CSU
Norm, Halbnorm, Vereinbarung
Caucny-Konvergenz
Eigenschaften des Innenproduktes (Linearitit, CSU)
Konvergenzsitze
Abschitzung durch 1-Norm
Normen dquivalent auf R,
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Bolzano-Weierstrass ...........ccocovuiiiinn...

S-Offenheit ............cocoiiiiiiiiiiiit
Stetigkeit imR® ................. L

Banachscher Fixpunktsatz ....................
Beschrinktheit von linearen Abbildungen .....

Abbildungsnorm .......... ..ol

Stetige Fkt. R"—R? ... ... ...

Partielle Ableitungen .........................
Anderungsverhalten von C'-Fkt. ..............
Kettenregel ............ccoiiiiiiiiiiiit
Produktregel ......... ... ..o it
Richtungsableitung .................... ...

Mittelwertsatz fiir reellwertige Fkt. ............
Mittelwertsatz fiir vektorwertige Fkt. ..........
TAYLOR ..o
Implizite Funktionen ..........................

Analysis I1
Prof. Mertins, WS 1995

Ana-I1

Beschrinkt => Konvergente Teilfolge => Hiaufungspunkt
Unendliche, beschrinkte Menge => Min. ein Hiufungspunkt
Je>0, U(x)nScO, FoffenesGmitO=GnNS

IIAx-Ax =0, Folgenkriterium,

Urbild jeder offenen Menge ist S-offen

Kontrahierende Selbstabbildung, genau ein Fixpunkt. Folge x !
IAXIl <k lIxll => LipscHitz => glm. stetig

<=> A stetig (Indirekt, y :=1/n - x /lIx |, Wid. zur Stetigkeit)
inf{ k>0, IAxII<klIxII} = sup{ lAxII, 1IxlI<1} = sup{llAxII/IxII,
x20}

Stetigkeit <=> Komponentenfkt. Stetigkeit (Maximumsnorm)
Partielle Stetigkeit bzgl. Verdnderlichen nicht hinreichend!
Jede lin. Abb. stetig (Einheitsvektoren aus Norm ziehen)
Scuwarz, C2? notwendig.

Inkrement aufstellen, jeweils eine Komponente dndern.
(fog)'=f '(g(x))-g'(x). Inkrement betrachten!

F(y,y2)=y,¥,, GO=(f(x), g(x)).

D f(x) =f'(x) v = v grad f(x)

D f(x)I < ligrad f(x)ll, IIVIl, = ligrad f(x)ll, nach CSU
f(x+h)-f(x) = f '(x+8h) - h

f(x+h)-f(x) = (J,' f' (x+th)dt) - h

f(x+h)=f(x) + Z_" 1/i! (h D, + ... + h D) f(x) + 1/(n+1)!...
GxH—R’, C'-Fkt., det(D,F(x,y))#0 => f'(a) = -(D,F)" - (D,F)
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