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Ana-III

Kapitel XI. Wegintegrale

§47 ........ Wege und Wegliangen

471 coiiiiiinnnn. Definition
Weg, Bogen, Parameterdarstellung, Parameter. Bogen immer kompakt. Anfangs- und End-
punkt. Weg Injektiv: Jorpan-Weg. Durchlaufsinn, Orientierung (Parameter wachsend). In-

verser Weg.
472 eiiiiiienns Beispiele
I Definition

Summe der Wege und Bogen, Weglidnge (nach EukLip-Norm)
474 ...oooon.nn Definition

Rektifizierbar (Fiir alle Zerlegungen bleibt approximierte Linge beschrinkt). Linge vom
Weg: Supremum.

475 ciiiiiiinann Definition
Linge des eingeschrinkten Weges, Wegldngenfunktion s(t). C'-Weg
47.6 ccoiiiiennnn Satz

C'-Weg ist rektifizierbar, Weglingenfunktion C', s'(t)=1y'(t) I, L(y)=J > I y'(t) | dt.

s()=] " Iy'(wl du.

Beweis: ly(t)-y(t_ )l =1], % v'(®) . =>L(y) <J.* Iy'(t)l dt. Abschitzung

ly(t+h)-y(O)l/h < (s(t+h)-s(t))/h < 1/h - I Mhy'(u)ldu, Seiten gegen Iy'(t)l. Analog linkss. Abl.

477 ceeiiiiiinns Beispiele
Weg in Polarkoordinaten. L(Y)=f S V( (e +1'(p)?)do
478 iviiiiininns Definition

Weg glatt (y' # 0). Tangentialvektor von y im Punkt y(t): v'(t)
Stiickweiser C'-Weg: Endliche Summe von C'-Wegen.

R Satz
Stiickweiser C'-Weg rektifizierbar und L(y)=L(y )+...+L(y,).

§48 ........ Bégenlédnge

.................. Frage: Léinge des Bogens I'.
Probleme: (1) Weg kann Bogen mehrfach durchlaufen. Nimm JORDAN.
(2) Weiterer Jorban-Weg: Gleiche Linge?

3 Definition
Jorpan-Bogen: Auch Bogen eines Jorpan-Weges. 7, dann JORDAN-Darstellung.

482 .iiiiiinnnn Hilfssatz
h stetig und injektiv => streng monoton

1 Hilfssatz
v JorDAN-Weg. => v~ : T -> [a,b] stetig.
R Satz

Intervalldnderung durch stetige, streng monotone und surjektive Fkt.
Bedeutung: Aus einer Jorban-Darstellung alle Darstellungen ermittelbar.

485 ciiiiiiinann Satz
Bei Intervalldnderung bleibt Rektifizierbarkeit und Bogenlidnge erhalten.
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N Definition
JorpaN-Bogen rektifizierbar, wenn es rektifizierbare Jorban-Darstellung gibt. L(I")=L(Y) Bo-
genldnge von I
Weglidnge: Linge ist Funktion zugeordnet
Bogenlidnge: Linge ist Punktemenge zugeordnet, unabhédngig von gewihlter
JorpaN-Darstellung.

48.7 ciiiiiiinnn Definition und Satz
Jorpan-Kurve: v auf [a,b) injektiv und y(a)=y(b). I" ,.einfach geschlossen ohne
Doppelpunkte

488 ..iiiiiinnts Beispiele

Linge von Teilbogen des Einheitskreises. => Winkelfunktion stimmt mit elementargeome-
trischer Definition iiberein!

™~

489 ...iiiiiinnns Darstellung mit Bogenléiinge als Parameter &‘
JorbaN-Bogen => Weglidngenfunktion s stetig. =>v,: [0, L(T")] s — v(s'(s)) Darstellung von

I" mit Bogenléinge als Parameter
Idvy,(s)/ds|=1 (Kettenregel, Ableitung der Umkehrfunktion) => Tangentialeinheitsvektor

48.10 ............ Beispiel

§49 ........ Wegintegrale

.................. Punkt P bewegt sich im Kraftfeld. Welche Arbeit wird verrichtet?
Zerlegung. Komponente des Kraftvektors in Wegrichtung: f(y(t,)) - Tangentialeinheitsvektor
Arbeit: ... - Linge der Zerlegungsstrecke. Kiirzen!
A=] " f(y(0) - y'(D) dt
491 ....ceennnn.. Definition
Wegintegral von f lings v: | f(x)dx :=[* f(y(V) - v'(t) dt = Z_ [, £y () v/ (Ddt
[, gdx;:=]"g(y(v) - v'(0) dt. f Vektorfeld, g reellwertig

492 ...oeeee... Satz

Zwei glatte Wege mit demselben Jorpan-Bogen und gleichem Startpunkt gleiches Wegint.
493 ..iiiiiienns Beispiele
494 ...........l. Definition

Wegintegral von g (Skalarfeld) lings y beziiglich der Wegléinge: |, g ds :=[.* g(y(0) Iy'(0)l dt
Spezialfall g=1: Weglinge

495 ...eeenn... Satz
L=l 1], < (maxIfx)l) - L(y) )
496 ............. Bemerkun &S

I, f)dx = ﬁ f-y' /YOyl dt=] f-ids, . Tangentialeinheitsvektor, Skalarprodukt,
Komponente des Vektorfeldes in Richtung der Tangente.

§50 ........ Gradientenfelder

501 ...cevennnnn. Definition
Wegunabhingigkeit vom Wegintegral: Fiir je zwei Punkte hat Wegintegral fiir jeden ganz im
Feld verlaufenden stiickweisen C' -Weg denselben Wert. IY f-dx= Ja" f-dx
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502 .ooieennn., Definition
Gradientenfeld: Gibt Skalarfeld ¢: S->R mit f(x)=grad ¢(x), x aus S. ¢ heifit Stammfunktion
von f. U = - Potential des Vektorfeldes. Alle Stammfkt.durch Addition von Konstante.

503 .oiiiiinnns Beispiel
NewTtonsche Potential, Gravitationsfeld.

504 ..oiiiinien. Hauptsatz fiir Wegintegrale &S
(a) f: Gebiet G—>RPstetiges Gradientenfeld. f= gradp =>

J £ - dx wegunabhingig. [ ° f - dx = @(b) - 9(a), a,b € G
(b) f stetiges Vektorfeld mit wegunabhingigem Wegintegral.
Dann f Gradientenfeld und fiir festes a ist C'-Fkt. (p(x):f Jf - dz Stammfunktion
Verallgemeinerung der Hauptsitze fiir Integralrechnung 30.6, 28.9!
Beweis: (a) ®(t)=(0oY)(t), [a,b] >R. Kettenregel.
(b) Inkrementbetrachtung, @(x+h)-o(x) und f(x)-h durch Wegintegral y:[0,1]—[x,x+h].

505 iiiiiiinienn Satz Ansage! &S
Wegintegral wegunabhingig
<=> Fiir jeden geschlossenen stiickweisen C'-Weg ist | v f-dx=0 (y(a)=y(b))
Beweis: =>: f=grad ¢ => Jf- dx = @(y(b)) - ¢(y(a)) = 0. <=: Y=y, + Y,
Auseinanderziehen
506 .....cc0n.... Satz (Parameterintegrale)
g(x) := ] P f(x,t) dt
(a) g: S -> R ist stetig
(b) Ex. Df und ist stetig, dann ist g stetig partiell nach x; diffbar mit ng(x)zj S Df(x,)dt é&
507 iiiiiiininnn Satz (Integrabilitiatsbedingung) Ansage! &S
f: G>RP C'-Vektorfeld, G offen
(a) f Gradientenfeld => f '(x) (JACOBI-Matrix) symmetrisch, d.h. D,f; = D/f,.
Auf G gilt die Integrabilititsbedingung.
(b) G konvex oder sternformig => Auch Umkehrung gilt.
Beweis: (a) f=grad ¢. => f;=D,¢0 =>D,{=D,D,0=D D, 0=D/f, Schwarz 38.4, f C'=>¢pCx
(b) Konstruktiver Beweis. ---
508 .iiiiiiininnn Spezialfall R3
G konvexes Gebiet, f=(f f,.1,) C'-Vektorfeld.
f Gradientenfeld <=> D,f.=D.,f,, D,f=D f,, D,f,=D,f, <=>rot{ =0 auf G
Auf konvexem Gebiet des R? genau die wirbelfreien Vektorfelder Gradientenfelder
509 ...iiiinien. Definition
rot: S (offene Menge des R3) -> R3 mit rot f := ( D,f,-D,f,, D,f,-D\f;, D f,-D,f, ) Rotation
Kreuzprodukt aus (D,, D,, D,) und (f,, f,, f;). f partiell diffbares Vektorfeld.
f wirbelfrei <=> rot f =0 auf S

50.10 ............ Beispiele
Rotierende Fliissigkeit. Nicht wirbelfrei
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Kapitel XlI

§51 ........ L-Integral tber Intervalle im R°

511 ceeennnnene. Definition
p-dimensionales Intervall T:= J xJ, X ... xXJ
Inneres, Abschluf3, Inhalt,
Zerlegung, |11 =2 1T, |, Verfeinerung, | Z | = max | Zj | Feinheitsmaf
Gemeinsame Verfeinerung (Zerlegungen vereinigen)
512 cooieienene, Definition
Nullmenge, Menge vom Mafl 0 <=>V € >0 gibt es abzéhlbar viele iiberdeckende Interval-
le, deren gemeinsamer Inhalt < ¢ bleibt.
L T Satz
Teilmenge von Nullmenge und Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen wieder NM.

514 ...ooeeenene Definition
Treppenfunktion. T(I) Linearer Raum

515 civiiiiinnen, Definition
| L 0(x)dx =Z @(T,) - I T, | mit I beschrianktem Intervall
516 .covvvnnnnnnn Satz

Linearitdt und Ordnungserhaltung des Integrals.

.................. Analogon zu §27
J,=0, wenn @, — 0 f.ii.
©,(t) monoton wachsend, beschrénkte Integralfolge J L 0,(x)dx), => (¢,) konv. f.ii.
L*(t) := Menge aller Fkt., mit ¢, monoton wachsend gegen f, Integralfolge beschrinkt
=> | f(x)dx :=lim |, ¢ (x)dx das L-Integral von f iiber I. Wohldefiniert!
Ld): f=g-h, g, haus L*(I).
Es gelten: Linearitit, Ordnungserhaltung, f=g-h mit | . h dx < &, Beppo LEvi, Konvergenzsatz
von LEBESGUE (Majorisierte Konvergenz), kleiner LEBESGUE, Lemma von Fatou, RIEMANN-
Theorie, MeBbarkeit, L™-Theorie (= { f € M(I), IfI" € L(I) }, (L"(D), Il-Il) BANACH-Raum, bei r=2
HiLBerT-Raum);
Keine Stammfunktionen und kein Hauptsatz.

§52 ....... Satz von Fusini

7 Hilfssatz
Gibt wachsende Folge von Treppenfunktionen, Integralfolge beschrinkt, aber auf Nullmenge
divergent.

522 ciiiiiann.n. Hilfssatz
N Nullmenge im R, | Schnitt* S(y)={ x e R”| (X, y) € N } fiir fast alle y Nullmenge

Y Satz von Fusin &S

LcR?, [cR*. I=1 xI cR™. feL(D.

(i) Fur fast alle y € I ist Fkt. x — f(x, y) in L(I))

(i) y = g(y):=l, flxy) dx e L) und [, f(xy) dxy) =, () fxy) dx) dy
524 iiiiiiinienn Satz (Vertauschen der Integrationsreihenfolge)

I, Jy fxy) dx) dy = [, (), fixy) dy) dx
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525 ceiiiiiiienns Folgerung
Integral in R? durch wiederholte Integration in R.

52,6 coiiiiiinnnns Beispiele

527 eviiiiinnen, Satz von ToneLLl (entspr. CaucHyschem Doppelreihensatz) &S
Ex. ein iteriertes Integral |, | w 1 T(x,y) Idy dx oder J Iy J, 1f(x,y) | dx dy, mit feM(T), dann
auch

[T, fy) dy dx = [, [, fx,y) dx dy =], f(x.y) d(x.y). Betriige beachten!
Beweis: I :=In[-n,n]. g :=min( Ifl, n-y,,) — Ifl auf I von unten. Ig I< n-y, eL(d). => g eL(I).
[og, dxy)=1, ], g, dy dx <[, J, If(x,y)l dy dx. => IfleL(I) nach Beppo LEv.

§53 ........ Integration liber meBbare Mengen

77 Definition
Menge (LEBESGUE-) mef3bar, wenn charakteristische Fkt. y, meBbar (Grenzw. v. Treppenf.)
(p-dimensionales) (LeEBEsGUEsches) Mal: | rp Xa(X) dx oder Unendlich

532 ciiiiiiiienns Beispiele
Nullmenge, beschrinktes Intervall
533 iiiiiiinnnn. Satz

Vereinigung, Schnitt, Verminderung erhalten MeBbarkeit (Me3bare Mengen: Ring!)
Mengenschachtelung, dann Vereinigung abzéhlbar (unendlich) vieler Mengen mefbar.
=> Maf abzihlbar additiv

534 ..oiiiiiinnns Beispiele

Jede offene, abgeschlossene, kompakte Menge mef3bar

Beweis: Vereinigung aus kompakten Wiirfeln, Inneres paarw. disjunkt
535 ciiiiiiinann Definition

Triviale Fortsetzung (0 aulerhalb des Definitionsbereiches)

f, eL(R") => ], fdx :=J f, dx , fheiBt L-Integrierbar auf A

53.6 ceiiiiiininnns Beispiele
537 it Satz
§28 und §29 und §34 gelten weiter.
538 ciiiiiiinnnn. Satz (Bereichsadditivitiit)
Jaopfdx=Jyfdx+], fdx - J, ,fdx

539 iiiiiiiinnns Beispiele (Integration iiber Normalbereiche)
Normalbereich bzgl. der x-Achse: B:={ (x,y) e R® a<x<b, 0,(x) £y £ 0,(x) }
Normalbereich bzgl. der y-Achse: B:={ (x,y) e R* a<x<b, ¢,(x) <y < ,(x) }
Normalbereich bzgl. der x-y-Ebene: B:={ (x,y,z) e R*: (x,y) €K, b, 0,(xy) £y £ 0,(x,y) }
K kompakt. @, < @, stetig.
Dabei: [ f(x,y) d(x,y) =] "]

A
.................. Prinzip von CAVALIERT &
In Hyperebenen schneiden, einzeln integrieren.

ol o ¥ f(x,y) dy dx. Zu zeigen iiber triviale Fortsetzung auf R2.

§54 ........ Substitutionsregel

Voriiberlegungen Zur Berechnung von Bereichsintegralen
z.B. Abbilden einer achsparallelen Zerlegung in krummlinige Zerlegung mithilfe von g
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bijektiv. => Parallelogramme mit Fldcheninhalt F=1axb|= |deta b,a,b,|
=ldet D,o(u,v,) D,o(u,v,) Dw(u,v,) Dy(u,vy) |- Au; - Av, =ldet g'(u,v) | Auy; Av,
541 ..ovvennnnn. Satz (Substitutionsregel) &S

g € C'(UCRP offen, RP), injektiv, det g' = 0 (damit g™ dito).

Dann f € L(g(U)) <=> (fo g)ldetg'| e L(U).

J o0 f0)dx =, f(g(t)) I det g'Idt.  Beachte: |
542 ..iiiiiienns Folgerung

Bewegungsinvarianz des L-MalBes bei Verschiebung, Drehung, Spiegelung (det=+1)

AMgM)) =1det A | L(M)

543 ciiiiiiiiinns Bemerkung
Substitution auch auf kompakten Mengen, betrachte triviale Fortsetzung

) .
«u ! Ohne Beweis.

Fiir p=1 normale Substitutionsregel: Zwei Fille: g monoton wachsend / fallend.

Bei Determinante Betrag, hebt sich mit Endpunktvertauschung auf! &
544 ..iiiiiininn. Anwendung auf Polarkoordinaten

g: (r, ) = g(r,0):=(rcos @, rsin @ ). ldetg'l=Irl|

Polarkoordinaten kartesisch interpretiert.

fg(U) f(x,y) d(x,y) =] » j(p;ﬂ f(r cos @, r sin @) r do dr

545 iiiiiiinien, Anwendung auf Zylinderkoordinaten
g (r,0,2z) > g, @,z):=(rcos@, rsin®, z). detg =r
546 ..oiiiiininnn Anwendung auf Kugelkoordinaten

2 (r,9,0) — g(r,d,0):=(rcos ¢ sin 9, rsin@sin, rcosV), detg' =r’sin ¥
O<8<m 0<op<m

.................. Beispiele
Schwerpunkt: (x,, y,, 2,) = 1/A(B) * (JB x d(x,y,z) + fB yd(x,y,z) + fB z d(x,y,z) )

7 N Volumen einer Pyramide

Kapitel Xlll. Integralsatze

§55 ........ Integralsatz von Gauss in der Ebene

.................. BcR?, C'-Normalbereich bzgl. x-Achse, d.h. @, < @, stiickweise stetig diffbar.
dB=Rand=T,ul,ul';Ul',, v, 7, Ys; Y, positiv orientiert, Y umrandetes Gebiet in-
nen, rektifizierbar; G € R? offen, B = G, P: G — R stetig; existiere D,P auf G stetig.
Dann: [, D,P(x,y) d(x,y) = - [ s P dx (=-]IP(y(t)-x'(t) dt). x'(t) hochstens an endlich
vielen Stellen nicht definiert, dort := 0 => (P 0 y) € L(c,d). (dx entspricht hier dx,! dy ent-
fallt, da Integrale iiber die Seitenwege =0)

Gebietsintegral iiber Partielle Ableitung durch Wegintegral auf Rand iiber P.

Beweis: [,D,P(x,y) d(x,y) =" ] o VDP(xy) dy dx = ]2 (P(x,0,(x))-P(x,0,(x))) dx

[ P(x,0,(x))dx = ] " P(y,()) 1 dt =] P dx. Analogy,; v;, v, im Integral =0. Summe =>
Beh.

551 .eeeiiiinen. Integralsatz von Gauss im R? &S
B = R? C'-Normalbereich bzgl. x- und y-Achse. dB positiv orientierter Rand.

B = G cR?offen, P, Q: G — R stetig, ex. D,P, D,Q auf G und dort stetig.
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J,(D,Q-D,P)d(xy) =], Pdx+Qdy

Berechnung von Wegintegralen durch Gebietsintegrale und umgekehrt.
552 ciiiiiiiienns Folgerung

M(B)=1/2-] , xdy-ydx

Beweis: Setze P(x,y)=-y, Q(X,y)=x
553 ceiiiiiiinnns Beispiel

Fliacheninhalt einer Kreisscheibe

554 ..o, Umformung des Gaussschen Satzes &S
Jorban-Kurve dB stiickweise glatte Darstellung: y(t)=(x(t), y(t))

n=n(t) := I/ly'(t)l - (y'(t), -x'(t)) duBerer Normaleneinheitsvektor ldngs vy.

f=(f,, f,) C'-Vektorfeld G — R2.

Skalarfeld ,,Divergenz *“: div f :=D,f, + D,f,

J, div fd(xy) = jY f-nds

Beweis: Setze P:=-f,, Q=f,
555 ceiiiiiiienns Anwendung (Partielle Integration)

f=(gh, 0). divi=(D,g)h+g(Dh).

IB (D,g) hd(x,y) = IB (D,g) hd(x,y) + de n, ghds, n=(n,n,) Normaleneinheitsvektor
55,6 coiiiiiiinnns Bemerkung

Integralsatz gilt auch in allgemeineren Bereichen. In endlich viele C'-Normalbereiche auftei-

len. Einige Wegintegrale heben sich auf!

557 ceiiiiiiiinns Anschauliche Deutung der Divergenz
a)lim ,_, J, gd(xyy)/A(B,) = g(x.y) bei B, Kreisscheibe vom Radius r.
b) f: stetiges Geschwindigkeitsfeld einer stationidren Stromung. Welche Fliissigkeitsmenge
tritt aus/ein? Ausfluf =f-n As. AusfluB aus B = de f-nds= IB div f d(x,y). >0 bei Quel-
len, <0 bei Senken. | s £ - nds/A(B) = Mittlere Ergiebigkeit des Bereiches B.

lim J o £-nds/AB) = (a) =div f(x,y) = Quelldichte, spezifische Ergiebigkeit
§56 ........ Flachen- und Oberfldchenintegrale in R®
56.1 .......c..... Definition

K € R? kompakt, damit mefbar. K = M < R? offen.

@: (u,v) > O(u,v) = (X(u,v), Y(u,v), Z(u,v)) € R3 sei C'-Funktion.

@, (Einschrinkung auf K) Fléiche @ mit Parameterbereich K.

Bildmenge F := ®(K) ist Flidchenstiick, ®(JK) Berandung von F

Beachte: M Hilfsmenge, da C'-Fkt. nur auf offenen Mengen definiert!

Fliache / Flachenstiick <=> Weg / Bogen

Definiere dd/du := ( dX/du, dY/du, dZ/du ), dd/dv=..., jeweils an Stelle (u,v).

N:=dd/du (u,v) x dd/dv (u,v) € R3 Normalenvektor der Fliche & im Punkt ®(u,v)
56.2 ....oiiinnnnn Bemerkungen

N(u,v) = (d(Y,Z) / d(u,v), I(X,Z) / d(u,v), IX,Y) / d(u,v))

Funktionaldeterminante, J Jacosr: det J(x) = det f '(x) = d(f,...,f p) [ d(X,5...,X p)

(® o v) Weg auf Flidchenstiick. Tangentialvektor nach Kettenregel! Ist LinKombi der Rich-

tungsableitungen der Fldche, damit senkrecht zu N.

Parameterlinien: Weg mit einer Komponente fest.
563 .ooiiiiiinnnn Beispiele

Beachte: Halbkugel so nicht als Fldche darstellbar; offenes M fehlt!
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Niveau-Fliche, implizit durch F(x,,y,,z,)=0, D,F(x,,y,,z,)#0

Dann ex. Umgebung mit Fkt. f, F(x, y, f(x,y)) =0. N(u,v) Il grad F(u,v,f(u,v))
564 .....ouineen. Definition

Fldcheninhalt I(®) := JK | N(u,v) | d(u,v)

IN(u,V)l = V( (I(Y,Z) / d(u,v)) + (I(X,Z) / (u,v))? + (I(X,Y) / d(u,v))?)

Anschaulich: Parallelogramme, Flacheninhalt beim x-Produkt, der zu N fiihrt.

56.5 .oiiiiiinnns Bemerkungen zum Parameterintegral &S
Zulassige Parameterwechsel: g injektive C'-Fkt., det g'(s,t) entweder >0 oder <0 iiberall,

enthaltene kompakte nach enthaltene kompakte. Inhalt bleibt gleich => Inhalt des

Flachenstiicks.
56.6 .....coininnnn Beispiele

Kugeloberfldche
56.7 .iiiiiiininnn Definition

& = (X,Y,Z) sei Fliche mit Parameterbereich K. F=®(K).
g: F—>R stetiges Skalarfeld. J o8do = J < £(@(u,v)) IN(u,v)l d(u,v) Oberflichenintegral
n(u,v):= N(u,v) / IN(u,v)l (oder =0, falls Linge 0) Normaleneinheitsvektor
f=(f,.f,.f;): F—>R3 stetiges Vektorfeld.
Jof+ndo =] f(®(u,v)) - N(u,v) d(u,v) Oberflichenintegral von f iiber @ (In Herleitung un-
gefihr Kettenregel, n(u,v) IN(u,v)l kiirzen!) =: | o [dyadx + f,dzadx + f,dxAdy

56.8 ...ovininnntn Bemerkungen zum Parameterwechsel &\,\é
J of do dndert sich bei Parameterwechsel nicht.
J of * 1 do invariant unter positivem Parameterwechsel (det g' >0), sonst Negat.

569 ....ivinennn Anschauliche Deutung der Oberflichenintegrale
Ladungsdichte / Massedichte => Gesamtladung / Masse
f Geschwindigkeitsfeld. => Fluf} von f durch F; Fliissigkeitsmenge, die von - zu + iibertritt.

.................. Definition
Flachenstiick orientieren <=> In jedem Punkt Normalenvektor so festlegen, dal n: F—R3 ste-
tig ist. Es gibt Flidchenstiicke, die nicht orientierbar (MoBiusband)

§57 ........ Integralséatze von Stokes und GAuss

™~

571 eeeviannnen. Integralsatz von STOKES &‘
® Fliche mit Parameterbereich K — R2, K C'-Normalbereich bzgl. beider Achsen. @ C2-Fkt.

auf K umfassender offener Menge. JK positiv orientierter Rand, parametrisiert durch stiick-
weise geschlossene C'-Jordan-Kurve. f=(f,,f,.f;) C'-Vektorfeld auf offener Menge, die
F=®(K) umfalt.
Jo ot f)+ndo =], fidx + f,dy + f,dz
Gilt y=Poy: [a,b]—>R3 stiickweise glatt, so

=] fy@®) - y'(© dt+], f-Lds, L= (y'(®)/y'(O]) Tangentialeinheitsvektor
rotf:= (Df-Dfy D f-Dfy, D fyDif;)
Der Fluf3 von rot f durch F ist gleich der Zirkulation (Wirbelstirke) von f lings der Beran-
dung.
Schreibweise: |, (rot f) ndo = [ f+dr=],f-1ds.

Dabeil = (y'(t) / y'(t)l ), f-dr=fdx+fdy+ f,dz.
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572 ceiiiiiiinnns Bemerkung
f: G—>R3 C'-Fkt., rot f = 0 auf G (Gebiet). v geschlossener stiickweiser C'-Weg.
FallsFc G =>] f -dr =], (rot f) - n do = 0 => f Gradientenfeld auf G

I Spezialfall (StokEs liefert Gauss) &S
K < R2 C' -Normalbereich bzgl. beider Achsen. dK pos. orient. Rand.

®(u,v) = (u, v, 0) => N(u,v)=n(u,v)=(0, 0, 1). f=(f .f,.,f;) C' -Vektorfeld, f,=0, D,f,=D,f,=0
=>rotf=(0,0,D/f,-D,), (rotf) -n=Df,-D.,f
Jo(rotf) -ndo =5[] _ fdx+f,dy
574 iviiiiinnnn. Definition
® c R3 offen, f=(f .f,.f,) C'-Vektorfeld
Skalarfeld ,,Divergenz von f** div f := D/f, + D,f, + D,f,

y=Poy

575 cevevininnen. Integralsatz von Gauss im R? &S
V ,.geeignete* kompakte Menge, f C'-Vektorfeld auf V umfassender offener Menge, n Nor-

maleneinheitsvektor. => |, div f d(x,y,z) =], f+n do (FluB von f).
Der Fluf3 von f durch den Rand von V ist gleich dem iiber V erstreckten Integral iiber die

Quellendichte von f.
576 ceviiiiiinnns Folgerung

Es gilt: 4,(V)=1/3 - fdv (X,y,2) -ndo [div(X, y, z) = 3] Volumen aus Oberfldiche.
577 cevvviiiinnns Beispiele

Inhalt einer Kugel
Prinzip des ArcHIMEDES: Auftrieb = Gewicht der vertringten Fliissigkeit

.................. Definition (Verallgemeinerte Polarkoordinaten)
u=arcos @, v=brsing

Wegintegral f C-Vektorfeld: [, f(x)dx := " f(y(1) - y'(t) dt = Z_P [.* £(y(D)) v/ (D)dt
=, f-ids
g C-Skalarfeld: | gdx;:=]" g(y(V) - y(v) dt
Wegintegral bzgl. Weglinge g C-Skalarfeld: | gds:=]"g(y(0) Iy'(®)l dt
GaussimR% [, Pdx + Qdy = [, (D,Q-D,P)d(x,y) (Weg-Bereich)
Oberflachenintegral f C-Vektorfeld: | ofendo:= JK f(®(u,v)) - N(u,v) d(u,v)

g C-Skalarfeld: [, g do := [, g(®(u,v)) IN(u,v)l d(u,v)
Stokes im R3: [, (rot f) + n do = JMYfldx + f,dy + f,dz

Volumenintegral Gauss im R3: JV div f d(x,y,z) = J wi+ndo
Integral iiber Normalbereiche FuBini, TONELLI
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Kapitel XIV. Gewébhnliche Differentialgleichungen

§58 ........ Definitionen und Beispiele

581 .oiviiennnn. Definition
Gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung:
F(x,y,¥, ..., y")=0
Losung, Losungsintervall:
I Intervall, (x, y(x), y'(X), ..., Y"(x))eS V x, F(x, y(x), y'(X), ..., y”(x))=0 V x
Fortsetzung, enthalten: Intervall enthalten, auf dem kleineren gleich.
Explizit: y™ =f(x,y, y,..., y*), sonst implizit.
Anfangswertproblem AWP: Mit y(x,)=y,,.
582 .iiiiiiiinnns Beispiele
AWP, y':\/ lyl, lokale Eindeutigkeit bei y,#0 (Auf x-Achse Verzweigung moglich!)
Linienelement der Dgl: Tripel (X, y, f(x,y))
Richtungsfeld
Isokline: Punkte gleicher Steigung

584 ...iiiiinnn. Polygonzugverfahren
RUNGE-KUTTA
585 iiiiiiininnn Existenzsatz von PEANO &S

Bei stetigem y'=f(x,y) geht durch jeden Punkt aus D mindestens eine Losung
Ohne Beweis! Grenziibergang des RUNGE-KuUTTA.
586 ..oiiiiiinnns Bemerkung
Einschrdankung bringt nichts Neues.
Sprache: ,,AWP genau die Lsg.*: Es ex. Lsg. und jede weitere ist Einschriankung.
,,AWP hat eine eindeutig bestimmte Lsg.*: Jede weitere Lsg. ist Fortsetzung.

§59 ........ Dgl. mit getrennten Veréanderlichen

590 iirirnnnnn. Satz é
Typ L y'=f(x)-g(y)

Eindeutige Losung: y=G'(F ... F(x)=] o f(tdt. G(x):fm" 1/g(t)dt.
Beweis: y'(t) / g(y(t)) = f(t) integrieren, Substitution. => Wenn existent, so eindeutig.
Existenz durch Differentiation.
592 ciiiann.n. Praktische Anwendung
Trennung der Variablen, dy/g(y) = f(x) dx. Integrieren, additive Konstante beachten!

593 iiiiiiiiienn Beispiele

594 ..o, Der Fall ,,g(y,)=0%
y(x)=y, Lsg., evtl. weitere.
595 iiiiiiinien, Beispiel
596 ...ciiiiiinnnn Dgln, durch Substitution auf die Form y'=f(x)-g(y) gebracht

Typ II: y'=f( y/x )

Losung: y(x):=x-u(x). => y'=xu'(x)+u(x)=f(u(x)), u'=(f(u)-u)/x, Typ I. y(x)=x-u(x) Lsg.
Typ III: y'=f( (ax+by+c) / (Ax+By+C) )

Losung: c¢=C=0: u' =f( (a+b-y/x)/(A+B-y/x)) TypIL

Analysis III Seite 11 von 21
Prof. Mertins, WS 1995/96 Wilko Hein, Last change: 04.04.1996




Ana-III

c2+C220, det(*, ",)#0: LGS ax+by+c=0, Ax+By+C=0.
Nullpunkt verschieben, v(u)=y(u+x,)-y,, Typ Illa

c2+C220, det(*, ",)=0: b=B=0=>Typ L
0BdA B#0. => aB-Ab=0 => a=(b/B)A=AA, b=AB.
v(X)=Ax+By(y). v'(X)=A+B-f((Av+c)/(v+C)) Typ L. y=(v-Ax)/B

§60 ........ Lineare Dgin 1. Ordnung

.................. Definition

y' + g(x)-y = S(x). Storfunktion S(x)=0: Homogen. S(x)#0: inhomogen
Ein Linearer Differentialoperator L: C(1)—»>C(I). (Le)(x):=0'(x) + g(X)-0(X).

60.1 ............. Satz
(a) Menge aller Lsg. der hom. Dgl. Ly=y'+g(x)-y=0: c¢-¢°*“, G Stammfkt. von g.
(b) Alle Lsg. der inhom. Dgl. Ly=S(x): Partikulire + homogene Lsg.
(c) Ly=S(x), y(x,)=y, als AWP auf I genau eine Lsg.
Beweis: (a) y=0 trivial. Trennung der Variablen, Eindeutigkeit aus Typ I bei y,#0, y=0 klar.
(b) Linearitit bei Ly=Ly +Ly,=S(x) ausgenutzt.
(©) y(xp)=y,(Xp)+¢c, da G(x))=0. => c=y,-y,(X,) eindeutig bestimmt.

™~

A
60.2 ............. Variation der Konstanten &
y,= ¢(x) e°¥, c als Funktion.

Einsetzen => c(x)=J ,* S(t) e dt. Probe!

603 ..oiiiiiinnns Superpositionsprinzip &S
Partikuldre Losungen y, von Ly=S (x), y, von Ly=S,(x) => (y,+y,) Lsg. von Ly=S (x)+S,(x)

604 ...........n. Zusammenfassung, Strickmuster!

§61 ........ Exakte Dgl.

61.1 ............. Definition: ,,Exakt* &S

DcR? Gebiet. P, Q: D—R stetig.

P(x,y) + Q(x,y)-y'=0 exakt <=> Vektorfeld (P,Q): D—R? besitzt Stammfunktion in D
(d.h. 3F: D—»R mit (P,Q)=grad F, P(x,y)=D F(x,y), Q(x,y)=D,F(x,y).

P,Q C'-Funktionen: D,P=D,Q (Integrabilititsbed.) notwendig, hinreichend bei D
konv./sternf.

™~

612 ....oovinenn. Satz Ansage!
P(x,y)+Q(x,y)-y'=0 sei exakt, F sei Stammfunktion.

(a) y diffbar, Graph (x,y(x)) ganz in D. y Lsg. <=> 3¢ mit F(x,y(x))=c
(b) (X,,¥)€D, Q(x,,¥,)#0. Dann ex. offenes Intervall, genau eine Lsg. des AWP mit y(x,)=y,,.
Beweis:
() y Lsg. <=> Graph in D und 0=P(x,y())+Q(x,y(x))-y'()=D, F(x,y (x))+D,F(x,y(x))y'(x)=
=d/dx F(x,y(x)) <=> Graph in D und F(x,y(x))=c
(b) Hauptsatz iiber implizite Funktionen. Lost nach (a) das AWP
613 ..iiiiinnnts ,JIntegrierender Faktor* (Multiplikator)
L(X,Y)-P(x,y) + W(x,y)-Q(x,y)-y' = 0 exakt. Bei P, Q C': Int-Bedg.: D,Pu+PD,u=QD,u+uD,Q
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Anwendung: Faktor, der nur von x oder y abhéngt. Dann u'(x)/u(x) = 1/Q-(D,P-D,Q) =: R(x)
= M(x):eIR(x)dx
614 ............. Beispiel
Bestimmen der Stammfunktion: P und Q integrieren, jeweils zzgl. Summand nur von y bzw.
x abhéngig. Aufsummieren, Summanden nur einfach

§62 ........ Existenz und Eindeutigkeitssétze

62.1 ............. Definition
(Globale) Lipschitz-Bedingung bzgl y: If(x,y)-f(x,2)l < L:ly-zI ¥V (x,y), (x,z) e D
Lokale Lipscairz-Bedingung bzgl. y: If(x,y)-f(x,2)| < L-ly-zl V (x,y), (x,2) € DU, (x,.y,)

622 ..iiiiiienns Beispiele
Lokale L-Bedg. bei feC'(D)
Globale L-Bedg. bei feC'(d) und D,f beschrinkt auf D.

623 .....ea.lll. Satz von PicArp-LINDELOF &S
f stetig, in R (Kompaktes Rechteck) Lipschitz bzgl y => AWP y'=f(x,y), y(x,)=Y, eine ein-

deutige Lsg. mindestens in Intervall (Siehe Peano, jetzt auch Eindeutigkeit)
Beweis: (Ay)(x)=y0+f o f(ty())dt. Kontrahierende Selbstabbildung => BANACHSCHER Fix-
punktsatz auf (C(I), Il-ll )=> Eindeutige Losung.

624 ....oiiiinnnn Bemerkungen &S
Losung im Winkelraum der Diagonalen des Losungs-Intervalles in R?, da ly'(x)I<M<a/b

Sukzessive Approximation, Picarp-Iterierte: y (x):=y,. yk+1(x)::y0+f o Lty (D)dt.
Konvergiert gleichméBig im Banaca-Raum (C(I), ILIl ) gegen Losung y.

62.5 tiiiiiiiienns Folgerung
Picarp-LINDELOF bei lokale LipscHiTz-Bedingung von f stetig auf Gebiet D.
Es existiert dann eine lokal eindeutige Losung
Beweis: II-ll_, U, wihlen, daf} ganz in D. Rechteck => PicARD-LINDELOF

62.6 ...iiiiiinnns Existenz- und Eindeutigkeitssatz &S
DcR’? Gebiet, f: D—R stetig, in D lokale Lipscuirz-Bedg. bzgl. y.

=> AWP y'=f(x,y), y(x0)=y0 genau eine Lsg. y: [-R
Graph 148t sich durch keine kompakte Teilmenge von D umfassen, kommt dem Rand belie-
big nahe, verlduft von Rand zu Rand

§63 ........ System von Dglen 1. Ordnung

63.1 ............. Definition
DcRxR" Gebiet, f: D—»R" stetig.
y'=1(t,y), (t,y)eD Normalsystem von DgIn 1. Ordnung (y,=f,(ty,....y,) ..., Y, =F,(6Y ¥,))

feC', I=->R" mit I Intervall, (t,y(t))eD, y'(t)=f(t,y(t)) V tel ist Losung
Zusitzlich y(t,))=y,: AWP.

632 ..iiiiiiinnns Geometrische Interpretation
Phasenbahn, Trajektorie
Losung

633 ..iiiiiinien. Definition

(lokale / globale) LipscHitz-Bedingung bzgl. y, jetzt mit beliebiger Norm des R"
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634 ..........l Satz von PicArp-LINDELOF
Stetige Fkt. auf R={t, It-t|<a}x{yeR", lly-y ll<b} ,,Rechteck* Lipscurrz-Bedingung.
=> AWP y'=f(t,y), y(t,)=y,, genau eine eindeutige lokale Lsg. mindestens auf Intervall

63.5 .iiiiiiiinnns Bemerkungen
Losung ist Fixpunkt im Banacu-Raum C( I, R" ): y=Ay=x0+] ofTy(®)dt,
komponentenweise

63.6 ...iviniininnns Existenz- und Eindeutigkeitssatz Zentral *

Fkt. stetig und auf Gebiet lokal LipscHitz.
(a) AWP y'=f(t,y), y(t,)=Yy,, genau eine Lsg.
(b) Rand zu Rand, durch keine kompakte Menge KD abdeckbar!
637 iiiiiiininnn Transformation einer Dgl. n-ter Ordnung auf ein System 1. Ordnung
Explizite Dgl. n-ter Ordnung y™=f(x,y,y",...,y""), DcRxR"
<=> System u,'=u,, u,'=u,,..., u,'=f(x,u;,u,,...,u ). Setze u=(u,,...,u,), F=(F,,...,F ).
Fi(x,ul,...,un)=u

j+1"

F (x,u;,...,u ):=f(x,u,,...,u,).
Nur Systeme numerisch 16sbar!
63.8 .ooiiiiiinnns Bemerkungen

(a) F stetig <=> f stetig (letzte Komponente!)
(b) f LirscHitz <=> F LipscHiTZ

639 ...iiiiinnns Existenz- und Eindeutigkeitssatz
D Gebiet, f stetig, lokale LipscHiTz-Bed.

(@) AWP y"=1(X, y, ¥',..., Y"), y(&)=1, ¥'(§)=N,, ... genau eine Lsg. y: I-R

(b) Rand zu Rand

§64 ........ Lineare Differentialgleichungen

641 .....iuineen. Definitionen und Bezteichnungen
Abbildungsnorm llAll=sup {IIAxII: lIxlI<1}. IAxII< Al IIxI. TABxII<IAIlIBIIIXI => IABI<IAII
IBII

(Z(R™, II-l) NLR ist normierte Banacu-Algebra (L(R"), II1l) (mit Multiplikation Algebra)
Zeilen-, Spaltensummennorm (Maxiumum aller Zeilen-/Spaltensummen)
Vertriglichkeit von II-lI: (R")—R und IIll: R"—R. Mu8 gelten: IAxIIIAI lIxIl, IABII<IAIl
IBII
Bsp: Euklid-Normen II-ll : \/Zi,k=ln a,2und Ml VE,_ " x?2 vertrigl. Il keine Abbildungs-
norm.
Diffbarkeit von t—A(t):=(a,(t)) € Z(R") <=> Alle a,: IR diffbar. A'(t)=(a', (1))
(Vgl. 40.8, R— R" diffen. Matrix in eine Zeile!)
Lineares Dgl-System 1. Ordnung: y' = A(t)y + g(t), A(t)=(a,(t)), a,:I->R, g: I>R"
Homogen: g(t)=0. Sonst inhomogen.
642 ...iiiinien. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Systeme
AWP y'=A(t)y + g(t), y(v)=n, a,eC(LLR), geC(L,LR") genau eine Losung y: I->R"
Beweis: (i) f(t,y):=A(t)y+g(t) € C(D,R"), D=IxR". (ii) f in D lokake LipscHirz-Bed.
(1) Folgenkriterium (ii) L-Konstante lIA(t)ll. Da t—IIA(t)ll stetig => Auf jedem Streifen
L-Bed.
643 ...iiiinien. Satz
(a) £ (Die Menge aller Losungen von (H)) n-dim. linearer UR von C(I,R").
(b) Isomorphismus T : R": 1 = T (M):=y(-; T, M) € z (eindeutig bestimmte Losung)
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Beweis: (b) UR-Kriterium nachpriifen. Surjektiv nach Def., Injektiv, da eindeutig. => (a) Iso-
morphismus dim R"=dim T (1) UR.

644 ............. Folgerungen und Definitionen
(a) Linearkombination von Lsg. ist Lsg. von (H) Ansage! &
oo viele Lsg., aber nur n linear unabhingige zu bestimmen!

(b) Lsg. von (H) an einer Stelle O => iiberall 0
(c) Lineare (Un-)Abhingigkeit: Konstante ¢1,..., nicht alle 0, LinKombi =0
¥.--»¥, LOsungen linear unabhéngig <=> &
Fiir ein 1€l sind die Vektoren y (),...,y,(?) linear unabhéngig in R" <~
Fiir jedes tel sind die Vektoren y,(t),...,y,(t) linear unabhéngig in R"
(d) k > n=dim Lsg. stets lin. abh.
(e) Es gibt n lin. unabh. Lsg. von (H). Hauptsystem, Fundamentalsystem von (H)
Alle Losungen eindeutig als Lin-Kombi darstellbar (Basen).
(f) Losungsmatrix Y(t), Lsgen spaltenweise. Y'(t)=A(t)-Y(t)
Hauptsystem <=> Fiir jedes t regulidr <=> Fiir ein 7 regulédr <=> det Y(1)=0
(g) yO=Y(t)-0, o=(0a.,,...,0,,) Jede Lsg. als Lin.-Kombination
(h) X(t) spezielles Hauptsystem mit X(t)=E, t€l.
X bekannt, so jede Lsg. eines APW y(1)=n angeben: y(t)=X(t)n
(1) Lsg. mit konstanter reguldrer Matrix multiplizierbar => wieder Lsg.
() Y(t) Lsg. => Y(t)=X(t)-Y(t) Lsg. mit richtigen AW
Beweis: X(t)-Y (1) differebzieren, X'(t)=A(t)-X(t).
(k) Hauptsysteme durch Multiplikation mit regulidrer Matrix ineinander iiberfiihrbar
645 ............. Definition
Wronski-Determinante W(0)=W, . ()=det Y(t)

64.6 ...ooun...... Satz &\
sp A(t) Spur.
W) = (sp A(t)) W()
=> W(t)=W(t,)e "], sp A(t) dt
=> W(t) entweder immer oder nie =0. W(t) ohne Kenntnis der Losung allein aus AW y(t,).
Beweis: ---

647 .oiiiiiinnns Zusammenfassung
Ypo-¥,: =R Losungen von (H), Y(t)=(y,....,y,) Hauptsystem <=>y,,....y, lin. unabh. <=>
w(t)=det Y(1)#20. Entweder immer oder nie =0.

648 ...ciiiinnn. Reduktionsverfahren von p'ALEMBERT
System (H) auf System mit (n-1) Dgl. riickfiihrbar
Jede neue Lsg. lin. unabh. von den Alten
X=(X;...,X,) Losung von (H). heC'(L,R), z=(0, z,,...,z,)€C'(L,R") noch unbekannte Funktionen.
Ansatz: y(t)=h(t)x(t)+z(t). y ist Lsg. von (H) <=>
y'(H)=h'(t)x(t)+hx'+z'=H(t) Ax+h'(t)x(t)+z'=
==h(DAx+Az=Ay <=>z'=A()z-h'(Ox(1). =>0=2_," a,z-h'x,, z/=Z_" a;z-h'x;. Einset-
zen:
z;=Z." (a;-x{(t)/x,(1)-a,,)z; ist homogenes System von (n-1) Dglen. Dann h(t) durch
Integrieren und y(t)=h(t)x(t)+z(t)=h(t)(x,(t).....x (1)) + (0,2,(0),...,z (1)) ist Lsg.
649 ....oiiinnn.n Beispiel

64.10 ............ Satz
lineares inhomogenes System, zugehoriges homogenes System
Differenz von Lsg. von (IH) ist Lsg. von (H). y=y +y,. Superpositionsprinzip
Beweis: Klar durch Linearitit von A(t)
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64.11 ............ Variation der Konstanten
¥Y,(0) = Y (1) - c(t), ¢ Vektor von Funktionen. y,'()=Y'(t)-c()+Y ()c' (=AY (T)c(+Y (Dc'(t)
=== A(Dy,(®) + g(. => Y(OCD=g(®). =>c(O=],' Y'(5)g(s) ds
Praktische Durchfiihrung: Y(s)c'(s)=g(s) LGS, c,'(s)=W(s)/W(s) nach Cramerscher Regel.
=>y (D=Y(1)-].' c'(s) ds

6412 ............ Beispiel
§65 ........ Lineare Dgl-Systeme 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
.................. Komplexe Rechnung

Komplexe Losungen, Einfiihrung: Re y(t):=u(t), Im y(t):=v(t).

Stetigkeit in C: Stetigkeit vom Im und Re.

Diffbarkeit in C: Diffbarkeit von Im und Re, y'(t)=u'(t)+iv'(t).

Basis, auf C" alle Normen #quivalent, da auf R* Isomorphismus zu C

Matrix fiir lineare Abbildung, Lésungsbegriff auf ganz C", nicht nur auf Intervall.

652 ..iiiiiininnn Satz (Existenz- und Eindeutigkeit), analog 64.2
g: [>C" stetig. Dann AWP y'=Ay+g(t), y(p)=q genau eine Losung y: I->C"

653 .iiiiiiiinnns Bemerkung
Lokale Losung durch Picarp-LINDELOF als Grenzwert einer Folge im BanacH-Raum C(J, C"),
JcR Intervall mit tel.

.................. Lineare Algebra
Eigenwert, Eigenvektor, Eigenpaar, charakteristisches Polynom

.................. Hinfiihrung zu Eigenwert- / Eigenvektorbetrachtung
Losungsansatz: y(t):=e"'v. => d/dt e"'v = } e!'v, A(e"'v)=e"(Av).
Also: y(tH)=eMv erfiillt (H) <=> AeMv=e''v <=> Av=Av <=> (A-AE)v=0<=>AEW zuEV v
654 ..cevviinnn.. Satz (Komplexer Fall)
(H) y'=Ay. y(t)=e"v, uaus C, v aus C", Lsg <=> (v, u) Eigenpaar von A
Alle EV linear unabhingig (z.B. EW paarweise verschieden) => HS

655 .iiiiiiinnn.. Satz (Reeller Fall) Ansage! &S
Matrix A konstant und reellwertig.

EW in komplexe und reelle einteilen. Reelle EV normal, Komplexe EV aufsplitten in Real-
und Imaginirteil. Re und Im lin. unabh., EV lin. unabh. => HS
Beweis: z.z.: Funktionen im reellen LR C(R,R") linear unabhingig.
System {yl,...,yn} ist im LR C(R,C") lin. unabh. Komplexes HS aber als LinKombi des
Rellen iiber C => Konnen nicht lin. abh. sein iiber RcC
65.6 ...iviiininnns Beispiel
AWP, siehe GU 116
657 eiiiiiinnnn. Satz (Basistransformation) &S
C regulire Matrix, y(t)=Cz(z), z(t)=C "'y(t).
y Lsg. von y'=Ay <=> z Lsg. von z'=Bz, B=C 'AC
Beweis: z'(t)=C "'y'(H)=C "'Ay(t)=(C "AC)C "'y(t)=Bz(t)
658 .oiiiiiiiants Bemerkung
Entkopplung: Matrix nach 65.7 auf Diag-Form bringen.
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Moglich u.A. bei n linear unabhiingigen Eigenvektoren
Moglich bei symmetrischer reeller Matrix

§66 ........ Technisches Beispiel: Stabbalance
.................. Zustandsgrofien, Regelvektor

§67 ........ Lineare Dglen n-ter Ordnung
.................. Einfiihrung

Lineare Dgl. n-ter Ordnung: y™+a_,(x)y™"+...+a,(X)y'+a,y=S(x) =Ly
Homogen (S(x)=0), sonst inhomogen
Linearer Differentialoperator n-ter Ordnung: L: C" 3 p—Lg € C(I).
Lo)(x):=0"(x)+a,  (X)"(X)+...+a,(x)@'(X)+a,(X)Q(X).
Riickfiihrung auf lineares System 1. Ordnung: Ableitungen durchschleifen.
Matrix: obere Nebendiagonale 1, Koeffs untere Zeile (-a,, -a,,...,-a, ).
Storfunktion g(x)=(0,0....,0,S(x)). Anfangsbedingung: y(&)=n, y'(€)=n,....
=> Verfahren aus §64 anwendbar (Lineare Dglen).
671 ...cevvnnn... Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
Ly=S(x), AWP y(§)=n,, y(§,)=n),.... genau eine Lsg.
Beweis: 64.2, 63.7
672 .iiiiiiininns Satz und Definition
Hauptsystem, Fundamentalsystem: Basis von /=Menge aller Losungen von (H) Ly=0
Wronski-Determinante: W(x)=det( Losungen spaltenweise)
W(E)=W(x,)-e"-[,,;*a (1) db)
673 ..., Beispiele (Wronski-Det.)
674 ..iiiiiininn. Reduktionsverfahren von o' ALEMBERT &S
(H) Ly=0. Nachteil: Nach altem Verfahren kann Vereinfachung nicht mehr als lineare Dgl.
(n-1)-ter Ordnung geschrieben werden (Besondere Matrixform!).
Ansatz: y(x) = v(x)u(x) mit u bekannter Lsg. => Dgl. (n-1)-ter Ordnung fiir v' =>
{u, vu,...,v,_u } HS fiir (H).
67.5 ceeiiiiinnnnn Spezialfall ,,n=2¢
(H) y"+a,(x)y'+a,(x)y=0. y(xX)=u(x)v(x). =>y'(x)=u'v+uv’, y"(xX)=u"v+2u'v'+uv" =>
Ly=Lu-v + 2u'+a,(x)u)v'+uv'=0 => v"+(a(x)+2u'(x)/u(x))v'=0 Dgl. 1. Ordnung fiir v".
67.6 ..oovvuinnnnn Satz
Partikuldre Losung: y : Lsg. von (IH) Ly=S(x)
Superpositionsprinzip gilt
67.7 ceiiiiiiinnns Variation der Konstanten
Y,=C,y,+...+¢.y, . Lineares Dglsystem u'=A(x)u + g(x), A(x): wie unter §67 Einfiihrung, g(x)
Nullen, nur unten die Stérfunktion, U(x)=Matrix der y,,...,y, obere Zeile, darunter die Ablei-
tungen, ist HS von U'=AU => 64.11: u p=U(X)'_[x0x (U'(s) g(s))ds. Erste Komponente von u ,
isty,.
Praktische Durchfiihrung: c,'(s),...,c,'(s) mit CramERrscher Regel.
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A

67.8 .iviiiiininnn Spezialfall ,,n=2¢ Ansage!
(IH) Ly=y"+a,(x)y'+a,(x)y=S(x).
{yl,y2}c C%(I) Hauptsystem, etwa durch Raten und D' ALEMBERT.
Ansatz: y =c,y,+C,y,. =>y,'=C,y,'+C,y, + ¢,'y+¢,y, ¢':=0. (1. Gleichung).
(Ly)(x) aufstellen => cy,"+¢,y,' = S(x) (2. Gleichung) bilden LGS. Cramersche Regel.

67.9 .iiiiiiiinnns Beispiel

§68 ........ Lineare Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

68.1 ............. Satz
yP+a  y" P+ +ay'+ay=S(x), a,eC, S: IR stetig.
AWP y(&):no, y'(€)=n,... genau eine Lsg.
Beweis: Uberfiihrung auf lineares System, dann 65.2
68.2 ............. Definition & Satz
D: C*—D", Dy=y' Differentiationsoperator, linear => Endomorphismus
C[u] Algebra aller Polynome mit Koeffizienten aus C
C[A] 3 p— p(D) € L(C*(D)), p Polynom! => Homomorphismus
p)=(A-1 ) -...-(A-A)"" Linearfaktorzerlegung => p(D)=(D-A,id)""-...-(D-Aid)"
Gilt nur fiir konstante Koeffizienten!

683 .evnirnennnn. Satz é
p(D)e™ = p(u)e™
Beweis: p(A)=Z_," a\. p(D) berechnen!

684 .......o....n Folgerung
peC[A], p(L)=0 Nullstelle => y(x)=e"* ist Lésung der Dgl. p(D)y=0
68.5 ...oia.l.n. Satz

peC[A] mit n paarweise verschiedenen Nullstellen. => p(D)y=0 hat HS y,(x)=¢ "® *

Beweis: Folgerung 68.4. z.Z. lin. unabh. durch Wronski-Determinante = VANDERMONDSCHE
Determinante # 0 von (1,...,1 A, h,  Aenh o)
68.6 ............. Hilfssatz
(D-L)* (f(x) ") = f(x)e*
Beweis: Induktion nach k.
68.7 ..eoinian... Hilfssatz
p(A)#0, g Polynom vom Grad k.
p(D) (g(x) e ") =h(x) e **. Grad p=Grad h
Beweis: Taylor-Entwicklung nach Potenzen.
688 ............. Satz
p habe v paarweise verschiedene Nullstellen mit Vielfachheiten k,,....k .
(H) p(D)y=0 besitzt HS aus Losungen y,(x)=e "%, y, (x)=x e **, ...
Beweis: ---
689 ....covnnn... Satz (Ins Reelle)
Re und Im sind Lésungen von (H) Ly=p(D)y, reelle konstante Koeffizienten.
Beweis: Ly=L(u+iv)=Lu+iLv=0 <=>Lu=0 A Lv=0
68.10 ............ Satz
Polynom mit reellen konstanten Koeffs und n paarweise verschiedenen Nullstellen.
Re- und Im-Teil aufsplitten, ergibt Hauptsystem
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Beweis: Losung: klar. Lin. Unabhéngig: Lin. Unabhingig iiber C, dies LinKombi der reell-
wertigen Losungen iiber C => Konnen nicht lin. abhiingig sein.

6812 ............ Beispiel

68.13 ............ Satz ,,Storfunktion f(x)-e™ ¢ &S
(IH) p(D)y = SK) := f(x) &
f Polynom mit komplexen Koeffs vom Grad m. p sei Nullstelle k-ter Ordnung (oder O, falls
keine Nullstelle) von p. k0 heif3t Resonanzfall.
=>y, = h(x) x* e", h Polynom auch vom Grad m.
Beweis: Induktion, Koeffizientenvergleich.

68.14 ............ Losungsansatz fiir reellen Fall
f reelles Polynom vom Grad m.
Aufsplitten in Re und Im.
Storfunktion f(x)e*cospx => Re(yp)zh(x)x"e“*cosﬁx Partikul.
f(x)e*sinpx =>Im(y,)=h(x)x*e*sinPx Partikul.

68.15 ............ Beispiele
§69 ........ Erzwungene Schwingungen
.................. Feder-Masse-Dampfungssystem

y'+2py +®, y=1/mK({) :=acos ot

69.1 .......oveen. Gedampfte erzwungene Schwingung

69.2 ....iiiinien. Ungediampfte erzwungene Schwingung
Schwebung

§70 ........ Lineare Systeme 1. Ordnung, Teil Il

701 ...iiiineen. Matrix habe keine n linear unabhiingigen Eigenvektoren. Wie HS?
Umwandlung in JacoBi-Matrix.

70.2 ..., Satz
A konstante komplexwertige Matrix, EW A,,...,A,, Vielfachheiten k... k..

=>y'= Ay hat HS aus n Losungen p,(t)e ", p, (e ™", ..., p,; (e "',
Py R— C"in jeder Komponente Polynom vom Grad <v.v=0, 1, ..., kj—l. j=1,...1
703 .oeiiinnnn.. Satz
A konstante reellwertige Matrix, ...
Splitten in Re und Im.
704 .....ooonnn.. Beispiel
705 cooiiiiiinnnn 2. Zugang zu 70.2
Normen auf Matrizen, Konvergenz von Matrizen, e * Matrix
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Dglen mit getrennten Verédnderlichen

Stetiges y': PEANO => Durch jeden Punkt mindestens eine Losung
Funktion stetig, auf kompaktem Rechteck LipscHirz-Bed. bzgl. y: PICARD-LINDELOF
=> AWP eine eindeutige Losung auf Intervall

Typ Beschreibung Losungsmoglichkeiten

| Dgl mit getrennten Verdnderl. 31,y=G'(Fl,) eindeutig
y'=f(x) - g(y), £.geC[R,R], g#0 [ , Trennung der Variablen*

II Dgl, die sich auf I bringen ldf3t y(x)=x-u(x). => y'=xu'(x) + u(x) = f(u(x)) => u'=(f(v)-u)/x Typ
y' =1f(y/x) L
u Lsg. => y(x)=x-u(x) Lsg.
11 Dgl., die sich auf I bringen liffit | ¢=C=0: u'=f( (a+b-y/x)/(A+B-y/x)) Typ IL
Y = pgec) c2+C220, det(®*, °,)#0: LGS ax+by+c=0, Ax+By+C=0.
Nullpunkt verschieben, v(u)=y(u+x,)-y,, Typ Illa
c2+C220, det(*, *,)=0: b=B=0=>Typ L
oBdA B#0. => aB-Ab=0 => a=(b/B)A=AA, b=AB.
V(X)=Ax+By(y). v'(X)=A+B-f((Av+c)/(v+C)) Typ L.
y=(v-Ax)/B

Exakt| DcR?Gebiet, P,Q: DR stetig. | 3 Stammfunktion F: D—R* mit (P,Q)=grad F (Int.-Bedg. bei
P(x,y)+Q(x,y)-y'=0 o))

y diffbar, Graph in D Losung <=> F(X,y(x))=c

Q(X,,¥,)#0 => 3 offenes Intervall mit Lésung des AWP.

Integr. | wx,y)-PX,y)+Ux,y)-QX,y)y'= Losung der einen Dgl. mit integrierendem Faktor auch Losung

Faktor| 0 der anderen Dgl.und umgekehrt.
ist exakt fiir ein [ C', Integr.-Bedg. mit w: D,Pu+PD,u=QD,u+uD,Q partielle
Dgl.

Lineare Dgls mit konstanten Koeffizienten

System 1. Ordnung: Stetige Funktion RxR"—R", auf kompaktem Rechteck Lipschitz bzgl y (bel. Norm!):
Picarp-LINDELOF => AWP y'=f(t,y), y(t,)=y, genau eine lokal eindeutige Losung
Existenz- und Eindeutigkeitssatz => genau eine Lsg., von Rand zu Rand

Typ Beschreibung Losungsmoglichkeiten
System 1. A=(a,) € C™. y'=Ay+g(t) Numerisch: Picarp-LINDELOF im BaNacH-Raum C(J,C")
Ordnung in C (H): Eigenpaare bestimmen.
n lin. unabh. EV (speziell: n versch. EW): HS aus
y(t)=e"v
(IH): Variation der Konstanten, CraMERsche Regel
System 1. A=(a,;) eR™. y'=Ay+g(t) Numerisch: PicArRD-LINDELOF im BanNacH-Raum R(J,C")
Ordnung in R (H): Eigenpaare bestimmen.
n lin. unabh. EV (speziell: n versch. EW): HS aus Re und
Im

(IH): Variation der Konstanten, CraMERsche Regel
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Dgl. n-ter y"+a, y" " +...+a,y'+ay=S(x | e Umwandeln in System 1. Ordnung.
OrdnunginC | ) o Nullstellen A mit Vielfachheit k von p bestimmen:
p(V)=A"a, A"+ +ad+a; | (H): HS e, x-eb, ..., x<leh.
p(D) y =Sx) (IH): Variation der Konstanten.

Spezialfall: S(x)=f(x)e"*. => yp(x):h(x)xke“", k Vielfachheit
der Nullstelle (Resonanzfall), sonst 0. Grad f = Grad h

Dgl. n-ter y"+a, y" " +...+a,y'+ay=S(x | e Umwandeln in System 1. Ordnung
OrdnunginR | ) « Nullstellen 2 mit Vielfachheit k von p bestimmen:
p(M)=A"a, A"'+..+aA+a, (H): HS Re un Im-Teil von je einer Konjugierten, reelle so
p(D) y =S(x) (IH): Variation der Konstanten oder Spezialfall

Lineare Dgls mit variablen Koeffizienten

A:(aﬁ)e;f(R"), y=A)y+g(V), a;: I->R diffbar, geC(LR").
Existenz- und Eindeutigkeitssatz => AWP y'=A(t)-y+g(t), y(T)=n genau eine Losung y: I>R".

Typ Beschreibung Losungsmoglichkeiten

System 1. A:(aij)ei(R“), y'=A(t)y+g(t) ¢ Raten einer Losung

Ordnung in R a,: IR diffbar, geC(L,R") ¢ Reduktion nach p'ALEMBERT, y(t)=h(t)x(t)+z(t), x bekannt.
heC'(I,R).

¢ Variation der Konstanten. CRAMER fiir ¢',

y,(O=Y(0)-] 'c'(s)ds

Lineare Dglen | y™+a_ y™"+...+a,y'+a,y=S(x)| e Riickfiihrung auf System 1. Ordnung (Obere Nebendiag,...)
n-ter Ordnung [ p(A)=A"+a  A"'+...+a A+a, e Raten einer Losung
p(D)y =S(x) e Reduktion nach p'ALEMBERT, y(x)=v(x)u(x), u bekannt.
Neues Verfahren, da nach Altem nicht mehr als Dgl (n-1)ter Ordnung
=> Dgl. (n-1)ter Ord. fiir v' => {u, v,u,...,v, u} HS fiir (H)
¢ Variation der Konst.: Umwandeln in System. CRAMER fiir

'

c,
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